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RHETORIQUE ET ALG EBRE AU TEMPS DES LUMI ERES.
LA QUESTION DE LA NATURE DES QUANTIT ES
IMAGINAIRES SELON EULER, DAVIET DE FONCENEX, ET
LAPLACE

Abstract. As is the case for all authors, mathematicians are using ibatonethods in order
to present their results, and they are not afraid of doing-&mwvever, using an oxymoron is
not usual, but the case existed with the expression “imagigaantities”. The purpose of
this paper is to look at the way three mathematicians duringitjfgeenth century, Euler, de
Foncenex and Laplace, avoided the other expression “imgesgiantities” while providing
proofs to the so-called fundamental theorem of algebra. W@erem cannot be proven
purely in algebra, and requires, as we know, some result freatysis on the real line. We
thus may distinguish a rhetorical form about the insufficieofcalgebra, the rhetorical form
of an academic paper, and the rhetorical form of success. h&ngiurpose is to show that
this kind of rhetorical analysis helps understanding thenesof proofs involved.

Sous le titre de “rbtorique et algbre”, je m'ineressea un tleme qui aéte
faconre par la langue, et a tout autaté un enjeu de pouvoir des mots et des signes
sur les icées aussi bien que sur les objets réathtiques. Je m'iBresse en effet I'ex-
pression de “quanétimaginaire”, moins bien da¢ qu’'on ne le pensecgeralement
puisque Descartes, I'inventeur du mot “imaginaire”, egqpdit d'embée que cet ad-
jectif ne pouvait qualifier une quartitll devenait difficile de faire en magmatiques
un substantif du mot “imaginaire”. Ainsi, I'intrusion d'wocabulaire paradoxal pour
qualifier la liaison entre “quanét et “imaginaire” dans I'algbre, alors entendue
comme I'art analytique par excellence et la voieme des Modernes, ne pouvait qu'in-
terpeller Condillac, le grand simplificateur de la pemsles Lung@res, et le contemp-
teur d’un quelconque surplombédl. Le Ble que Condillac allouait au signe porteur de
I'analogie devait faire pafae toute invention comme facile, et I€igie commeetant
a la porée de tous. Pourtant, lui@gme renonga expliquer les quanés imaginaires
dans son ouvrage, laangue des calcujsjui fut publié de fagon posthume pour le
béréfice imagi® d’une nouvellécole analytique dans unépublique nouvellé.Cet
échec de Condillac ne tient-il pasce que I'expression de “quaiitmaginaire” s'ac-
compagna de I'affirmation qu’elle se car@igsait comme n'ayant pas de signe ? L'effet
du double sens du mot “signe” a perséispuisque Alan Sokal a malicieusement parl
de la complexi¢ des imaginaires, “branche nouvelle et encokrafative de la phy-
sique matématique’? dans son article en faux-semblant quiéckéncle la question
des impostures de l@taires, de philosophes, et de scientifiques aussi, utilszns

1condillac, La Langue des calcul€dition posthume, Paris, Imp. C. Houel, an \Adition critique
du texte paru dans les ceuvres codtgs de Condillac, 1798, texétabli par Anne-Marie Chouillet, notes
de Sylvain Auroux, Presses universitaires de Lille, Lill681; Jean Dhombres, La langue des calculs, ou
comment propager les Lugrties Sciences et Techniques en Perspecflyd982/1983, pp. 197-230.

2plan Sokal, Jean Bricmonkmpostures intellectuelle&d. Odile Jacob, Paris, 1997, p. 236n.
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vergogne les hardes langaggs de la science.

Par une sorte dectroversion, me vadl aréte a mon tour! N'est-il pas requis
en histoire des sciences, et lorsque detohique il est question ou pluggeralement
d’organisation literaire des textes, de s’armer d’une foule &ferences justificatives
dans les “sciences létaires”? Au-del du pamphlet de Sokal, c’est encore un effet
pervers de la vieille coupure des deux culturésrite par C.P. Snow juste dans I'apr
seconde guerre mondiale, que soit assemne position bien retran®@hin scientific
practice itself, where words refer unproblematically amgestific rhetoric reproduces
uncluttered inferential reasonninyLa rigueur scientifique serait devenuéve, ou
prétention intenable, sinonédlogie spontage. Ainsi donc se justifie Peter Dear dans
l'introduction d’un ouvrage plusieurs voix, sorti en 1991, etia’entiée de jeu s'ac-
cumulent les&ferences explicitement entendues comme uaraxira la science pour
mieux la dire. Le texte qui construit cette exterr@abnsent cependant, dans une note
involontairement ironiquea ce que les scientifiques ne soient pas toujourriexirs
a leur propres productionsReflective self-awareness by scientists certainly exiéts,
course®* Le “bien r” s’applique-t-il aux matBmaticiens qui, depuis Euclide jusgu’
Bourbaki, sont d’'une ex@me rigueura la fagon des paes, sur les pr@dures sty-
listiques, et accordent toujours une grande importantzelanguea son histoire, et
a son organisation, et il suffirait de citer PoingaHardy, ou \Vete. Il est vrai que la
langueétait mise au service de leurs éréts de connaissance. Telle est d'ailleurs la
raison pour laquelle I'expression de “quaétitnaginaire” n'est pas anecdotique. Elle
obligeaa penser l'insuffisance aprique des nombreéels, et pepara sans pouvoir le
deviner le champ des nombres complexes comibia algbrique deséels. Est-ce
bien alors I'effet rieétorique du paradoxe geétait cherck initialement dans “quanét
imaginaire” ? Je privégie plubt I'aspect ceatif du mot “imaginaire”, et sorbte non
moins rtetorique, comme je n'aurais aucur@icencea parler d'un effet baroque du
mot chez Descartes. Mais ce n’est pas ici mon prépos.

Revenant en effet aux reproches de Peter Dear &aritiire de I'histoire des
sciences, je suis surpris qu'il @&oque pas les histoires des n@ttatiques, celles
d’hier ou d’aujourd’hui, qui argumentent souvent sinonjoows sur la syntaxe comme
sur la €mantique des matmaticiens. Ceux-ci soetudis, il est vrai, en cherchant ce
qui fut inveng. La litterature est donc riche des discussions sur les mots, rappoit
portion, analogie, diffrentielle, fonction, espace, courbe, etc. N'est-ce pa#lelirs
sur des comportements textuels n@ttatiques que Gilles-Gaston Grangeésaalop@
unePhilosophie du styl&® Le philosophe n’aborde pourtant les imaginaires que pour
une seule des @&ks que ces quaré# ont ai@ea faire surgir, et parle de “style vecto-

Speter DearThe Literay Structure of Scientific Argument. Historical®és University of Pennsylvania
Press, 1991, p. 5.

4|dem.

5 etude, mise sous le nomidgenium des imaginations chez Descartésyde qui pourrait servir
pour celle des imaginaires casiennes dont je priens que je ne m'occupe pas ici, a fait I'objet d’uestr
intéressant travail de syrétee par Michel Fichant, republcomme premier chapitre dans ugeimion de
divers articlesScience et gtaphysique dans Descartes et LeibRiJF, Paris, 1998.

6Gilles-Gaston GrangeEssai d’'une philosophie du styledition revue et corrige, Ed. Odile Jacob,
Paris, 1988.
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riel” avec les quaternions. Un style est uaissite lorsque les mots consonnent avec
les theories matBmatiques qu'ils servent, et I'on ne parle donc pas d’urestgs ima-
ginaires. Dans le cas de I'alfre du temps des Lugrmes, si se poséseusement la
question des quanéis imaginaires, comme le prouve I'ceuvre de Condillac, Gist
gue I'expression n’entfaait aucune convenance. Mais I'expression rappell@&gdn-
cienne question des nombres irrationnels, dont bien désrieiss disent qu’'elle est
la cause majeure de la grandeur némtlatique grecque. Justement, ceuvre d'un philo-
sophe sur les magimatiques et leurs signes ou symboled,dague des Calculen
argumentant que seule I'alreétait une “langue bien faite”, a puésr le pesuppoé

lu ci-dessus d’'un exil volontaire des scientifiques de toétorique.

C’est sans doute la raison pour laquelle Marc Fumaroli, ilgég quelques
anrées, a voulu &busquer chez I'analytique Descartesrivant le Discours de la
méthodees traces d’une gtoriquée que les matematiciens connaissaient depuis long-
temps en lisant le Bme Descartescrivant laGéongtrie comme un essai appuyant
le Discours de la rathode Tous avaient reconnu qu'il jouait ené&toricien de sa
résolution analytique du praline de Pappus pour donrgervoir sa néthode. Tous
avaient not I'emploi d'un “je” péremptoire pour l'introduction de la&hode des co-
ordonrees (“Premérement je suppose la chose comrégdaite, et pour me &réler
de la confusion de toutes ces lignes). et noé son appel au lectedrla fagon d’'un
acteur du tBatre napolitain (“Et ainsi vous voyez?2) Tous les matématiciens savent
gu’en inventant I'expression “imaginaire”, Descartes@g¢et que saaussite est celle
d’un concept, mais comme en potentialibu en attente de mieux. Le mot reste encore
employé aujourd’hui, en concurrence du mot “complexe” qui a laf@ence. C'est
gue le nouveau mot aekie ce quitait mis en peparation sous I'expression de “quan-
tité imaginaire”. Le nouveau mot provient d’une autreation, mais elle est la suite
méme de celle d'imaginaire. C’est cett&ation et sa @sentation par quelques textes
qui fait I'objet de la pésentettude, non la @paration retorique de Descartés.

Détruisant tout effet du mat I'époque réme des Lungres, mais usant du jeu
rhétorique de la surprise par la concision, d’Alembefinissait les quantits imagi-
naires dans Encyclof@die commeétant les “racines paires des quasgitégatives”.
Dans cette @finition ol joue la parié, nous ne nous retrouvons&ge aujourd’huf-!
Mais son compre litteraire dans I'entreprise encyclegique, Denis Diderot, cette fois
dans une des feuilles de I'arbre illusgncyclogdique, avait éfini negativement les ef-
fets de la rigtorique. Il 'entendait comme “I'art d’appliquer et d’adhser les @ceptes

"Marc Fumaroli, Ego scriptor Rhetorique et philosophie dans IBiscours de la rathode in
Problematique duDiscours de la rathodeet desEssais, Vrin, Paris, 1988, Voir aussi, Thomas A. Carr,
Descartes and the Resilience of Rhetp8outhern Illinois University Press, Carbondale,1990.

8Rere Descarted,a georetrie, in Euvres de Descarte¥rin éditions, Paris, 1996, p. 310 dédition
originale de 1637.

91dem p. 312.

10Dpans un livre court, et qui fait remarquablement le tour desahstrations du #oeme fondamental de
I'algebre, le mot “imaginaire” est asségeulemerd “imaginary unit’ { = +/—1), etun nombre imaginaire
est celui de la forméy, pour un ely # 0 (Benjamin Fine, Gerhard Rosenbefgpe Fundamental Theorem
of Algebra Springer Verlag, 1997, p. 10).

11lEntree “Imaginaire”, mot justement linéita sa valeur d’adjectif, sigre du (0) de d’Alembert dans
I'Encyclog@die
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de la raisora I'imagination et de les rendre si frappans pour elle quelant et les
desirs en soient affees”. Les imaginaires cdsiennes — et je legdigne quand éme
comme un substantif parce que lgsntbnstrations du temps des Lém@sévoqiees
plus loin I'exigeront —, auraient pedtre selon cette remarque de Diderot &fadit
d’affecter le dsir des matbmaticiens de lesduire. De lesé&duire pourtan& moins
gue les complexea la facon de d’Alembert s’exprimant dangficyclogdie D’'un
pirouette toutefois, Diderot se reprend : “la fin ou le butaehetorique est de remplir
l'imagination d’'idées et d'images vives qui puissent aider la nature sanabdec. Je
tente alors de voir ces é@s et ces images venir secourir la nature d’aborelaigue
des imaginaires casiennes, pouétendre leur nature vers I'analyse, et non la res-
treindre comme on I'entend trop souvent aux seuls compfExeme fois I'analyse
fondée, il devint possible de perdre l&&moire des imaginaires, pour ne garder que les
complexes. Ce n'est pourtant pas non plus cette perte&teaine que je vaigtudier

ici par le biais de la rétorique des ma#imaticiens : je @fere, surtout pour des raisons
de place, n’envisager que la voie triomphale des imagisgiemdant les Lurares, et
leur sortie du carcan adprique par les preuves successives de ce que 'on a&alepel
“théoeme fondamental de I'addpre”. Car la @énomination est un peu paedsion, un
effet rhetorique certain, puisque toute preuve de é@ikme sortait du domaine propre
de I'algebre polynomiale.

Peter Dear a cependant raison de rappeler qu'il exist&mrdite et dynamique
tradition d'études formelles des textes, dont les historiens des ssgmuvent ignorer
les productionsé&centes, qui les aideraient pourtamevisiter un dossier aussi parcouru
gue celui des quanés imaginaires, &t ne pasé&duire leur emploi au cheminement vers
les nombres complexes entendus comme simple extensioradupatie I'oration de
la racine careel® Par ignorance, des aspects de I'analysertite onéte trop régliges
jusqu'ici en histoire des madimatiques. Ainsi du classement des textes par genres,
classement entendu non comme uneédédhciation de styles, mais comn&ponses
a la triple question que I'on doit avoir d’ené® facea un texte : qui s'adressequi,
d’'ou, et pourquoi? Ce n'est quégemment que I'on a congtd lesElémentsd’Eu-
clide comme le genre digxt-book et je peéfere ne pas dire le genre du manuel. Car il
faudrait d’'une part y ajouter la connotation scolaire, aeudfe paréliminer du manuel
I'id ée d’unvade mecunprofessionnel d’une disciplin€. Euclide est donc cenagis-
ter qui parle d’'une science au parfait, mais ce ne veut pas digdlguecouvre toute
la science ma#matique. Oretudie cette science contenue dansHEsnentsau titre
d’'un chef d’ceuvre de la pee@s humaine, susceptible comme d’autres chefs d’'ceuvre,

123e ne minéresse donc pas iail'approche pétique, ou “rtetorique profonde” selon le mot de Fernand
Hallyn dand.es structures rétoriques de la sciend®aris, Seuil, 2004), et il explore ainsi remarquablement
la formation des ref@sentations. || me semble en effet que cette facon de premanegncore faite pour
les imaginaires, irait beaucoup mieux p@tudier la repesentation gonetrique de ces quandis. Ce que je
n’entreprends pas ici.

13Mais encore faut-il fournié ces historiens degférences, et un peu moins defarences d'historiens
des sciences jouant aux apprentishisires. On se souvient trop des historiens des sciencastjaux
apprentis sociologues, et se gardant tant de citer desesodecsociologie que d’appliquer legthodes de
cette discipline, comme Pierre Bourdieu le fit comprendre dasslsrnéres legons au Calge de France
(La science de la science dftexivig, Raisons d'agir Editions, Paris, 2002).

14 es EEments d’Euclidetrad. fr. Bernard Vitrac, vol. 1, PUF, Paris, 1990.
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de commentaires scolaires d’appiation, d'interpetation ou de &organisation. Ces
commentaires sont par nature conservateurs, en ce semsgunéintrusion de concep-
tions nouvelles n’est possible. Ainsi ce genraehkt-bookd’ailleurs largement expuég
pour faire une bonne partie dadrivium ne pouvait recevoir I'algbre, pour laquelle
il fallut trouver de nouveaux moyens d’expressidrie genre universitaire pouvait
encore moins recevoir les quadstimaginaires. Faut-il pour autant parler d’'un genre
algébrique en ce gu'il serait le refuge des fictions neatltiques dont les imaginaires
deviendraient le paradigme ? Dans &&flexions sur la fetaphysique du calcul infi-
nitésimal livre sorti en 1797a peu pés en néme temps que laangue des Calculs
Lazare Carnot pensait la métiatigue comme éatrice de fictions, alors que le calcul
proprement dit avait comme justification de &sninerl® Au moins, chacun convien-
dra qu'avant lecriture al@brique un texte maéimatique pouvaiétre lu par tout un
chacun sachant lire. Aujourd’hui encore, il est impossid#epublier dans un journal
quotidien I'ecriture d’un polydme! Mais si on peut commément parler des imagi-
naires, et Sokal I'a ironiquement moatrc’est bien que I'on pressent qu'il y a bien
plus qu’un jeu de mots, et sinon une invention, du moins égparation de celle-ci.

Il'y a effectivement des effets dé&paration disciplinaire éés par les genres
littéraires, mais pour aborder par ce biais notre sujetdist les quantis imaginaires
au temps des Luraies, letude doitétre orienge vers cette forme de &torique qui
use des genres au seirfgeme des textes mathatiques. Ainsi, le passagd’écriture
algébrique peut appaitae, a certains moments, comme jouantdéerd’une figure en
géonttrie, un positionnement et une relaxation pour I'espriteqd’'un coup tout une
situation pesentea I'ceil. C’est un des moyens utiés par Descartes pour, pourrait-on
dire plus commuamenta propos de I'effet rétorique, “faire passer I'aighre”. Elle
n'avait pas droit de ot dans la ma#matique officielle d'alors, c’esi-dire dans la
mattematique enseigrea I'Universite. Descartes va jusquingrer des formules au
sein néme d'une phrase, indisposant les usagers de la langue glalit manie si
bien, ou encore dispose spatialement les expressionsgoigites pour respecter les
opérations de multiplication des coefficients. On a eu tenelamatrefoisa consiérer
ces fagcons comme uneimate, ou un @but maladroit d’'une akfpre qui cherchait sa
forme, et on les a Bme suppriraes de bien degditions. Le proede, si on le prend
a la facon d'une rétorique, a des analogiescelui de Stendhal dans \ée de Henry
Brulard, qui insere toutes sortes de dessins remplacant quelqueéustiire qui se
dit méme incapable de mieux. Est-ce cette intrusion d’'un autrgaige qui donne la
raison pour laquelle I'ouvrage ne fut pas péhtiu vivant de Stendhal ? L'expression
des quantés imaginaires ne manifeste-t-elle pas diamm l'insuffisance d’une forme
d’algebre, donc aussi sé&limitation suivant le crétre de I'emploi ou non des imagi-
naires ? On aura bien, au Xsiecle, la constitution d’une addpre éelle, mais il y eut

150n pourrait de rame consiérer comme un genre kttaire les ouvrages dgeometria practicales
arithmétiques commerciales, mais aussPrthomathesisle Oronce Fia du premier tiers du X\fisiecle.
Dans la mesure, pour ce dernier ouvrage)es sciences dquadriviumse trouvent&organiges, avec ap-
ports nouveaux comme la cartographie et disparition de la mesé& @ la nouvelle disponibilé par I'im-
primerie ceaitde factoun nouveau curriculum, dispensa@wventuellement des cours oraux de I'Universit
s’adressant ainsi un nouveau public.

163ean et Nicole Dhombrekazare CarnotFayard, Paris, 1998, chap. XX.
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au XVIII€ siecle une thorie €elle de Ielimination qui en avait I'allure et que nous
n'appecions plus gere. Au contraire, I'expression de quaatimaginaire exprime-
t-elle la capac# de I'alggbrea s'étendrea des symboles “impossibles”, qui en de-
viennent la marque distinctive 7als’effectue une @mnarcation &s nette au cours des
Lumieres : il y a les auteurs qui emploient presque&ysitiquement I'expression de
“quantites imaginaires”, et ceux qui@erent celle des “quanés impossibles”, joue
I'effet de paradoxe que nous avons largementéeitifexpression de quanétimagi-
naire pour la faire appaitae comme une éation. John Playfair en 1778, dans un assez
long article, ne prononce pas une seule fois le mot “imaggfiall joue du paradoxe de
I'impossibilité pour distinguer lagpnetrie, science sans controverse, de Edige. On
comprend la douloureuse surprise dpar les gonetries non euclidiennes! Mais
restons avec Playfair q@nonce, sanséme aucune, et si longtemps avant les auteurs
reunis par Peter Dear, un effgpisemologique de distinction par la langue et je mo-
dernise un peu la traduction, pour mieux faire saisir le sien®riginal.

The cause of this diversity, in sciences which have the sareeimust no doubt be
sought for in the different modes which they employ to expressideaé7

La raison de cette polgsnie dans des sciences qui ont I|éme objet peut, sans doute
aucun gtre rechercke dans les diffrentes modaks que ces sciences utilisent pour exprimer
nos icees.

Si I'affirmation littéraire de genres distindisablit des frongres, peugtre provisoires,
entre les domaines mdmatiques, elle permet paradoxalement d’attribuer uneepla
a de nouveaux domaines comme l&bge et ses divisions. Les difients domaines
en effet sont moins conce¥a les uns par les autres, mais alors ce sont les fonctions
devoluesa ces domaines bien distinggiqui deviennent I'objet de discours, introductifs
ou conclusifs, largement orgaéspar du littraire. Tout se passe alors, mais sur le plan
rhétorique, comme si les maaticiens avaient externdia rtetorique, I'avait mise
textuellement au-daldes frongres du coeur maématique qu’est la@monstratiort®

Ce n’est encore pas un tel exemple que je veux donner adtealé€ des preuves de la
factorisation eelle des polydmes au XVIIF sigcle, qui sont le biais par lequel les
imaginaires furent dompges. Car c’est un travail interne que je veux lire dans ces
preuves, dont le buétait d’exprimer la nature des quaéstimaginaires en en faisant
dispardtre le sens, sans que pour autant I'expression deverateritue de quangés
impossibles soit&introduite. C’est cette #torique interne, si je peux me permettre,
gue je veux examiner dans quelque textes de la @madiique des Lurares.

A cette analyse des fonctions interne et externe de la fitzdsn en genres
littéraires, il faut adjoindre les@thodes non moins l&taires de lagception des textes.
Je veux tenir tout particildrement compte du pouvoir desolution accoréa certains
textes matbmatiques. Cettauctoritas qui n'a pas grand chosevoir avec le nombre
des ventes d'un ouvrage, donne un caeetle Bcessit a la £paration des domaines

1730hn Playfair, On the Arithmetic of Impossible Quantitiegjl. Trans. Royal Soc. Londp68, 1738,
pp. 318-343.

18 a mise en paradile de pefacesa des ouvrages scientifiques est un exercideréitte particukrement
riche pour I'histoire des sciences et j'y ai congadeux anées de 8minairesa I'Ecole des hautestudes en
sciences sociales.
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mattématiques. On doit parler d’'une&torique de I'autoré qui oriente I'histoire des
matrematiques? J'entends I'analyser sur I'exemple de travaux sur la nadesequan-
tités imaginaires. L'auto@tne consiste pasreduire la nature des quarmitimaginaires
a une seule “impossibift, celle d’'un nombre dont le carrest egatif : /—1. On a
certes lu la éfinition donrée par d’Alembert dansEncyclofdie Le nhombre com-
plexe est cependant bien plus, non seulement une forme’@eeiturea + bv/—1 que
I'on peut dire vectorielle car elle est s sur une ingpendance, mais un objet inter-
venant “naturellement” dans les fonctions de I'analysdalogue enregistre ce sues;
puisque les quanéis imaginaires se disent comme les variables complaxeby/—1,
lesquelles comprennent paetriture néme les gels(b = 0), alors que longtemps les
imaginaires les excluaient. L'expression de fonction dedaable imaginaire, ou de
champ imaginaire, est la preuve d’'unendarche &s large, bien au-d&lde la question
algébriquea laquelle on&duit beaucoup trop les imaginaires.

J'ai choisi trois textes seulement paavoquer les formes &toriques utiliges
pour exprimer la nature des imaginaires lorsque le nom derftias imaginairesetait
préferé. Le premier est un texte de Leonhard Eudert en 1749, dont je veux mani-
fester la rietorique du doute. Il devient pourtant un texte d’auéoaiti sens que je viens
de dire. Le deuxime texte pubd dix ans plus tard est de Pierre-Marie-Francois Daviet
de Foncenex, et jeatlermine au final le genre comra&nt de critique ac&nique. En
dernier lieu, je donne un texte de Laplace de 17%6laopreuve fournie est convain-
cante aujourd’hui encore, convaincante aussi si I'on juaydeptype de rigueuré&sigre
par l'auteur lui-néme.

1. La rhétorique de linsuffisance de I'algbre d'alors fait la nécessié des fonc-
tions pour I’ étude des quantiés imaginaires.

Le mot “quanti€” est bien matbmatique, et il est venu remplacer au moment de
I'algebre en Europe I'antique vocabulaire de grandeur issu tittj@lors que I'adjec-
tif “imaginaire” est d’origine literaire, e peine philosophique, sinon paerision20
Pourtant, c’est RenDescartes qui utilise le premier en 1637, darSéanttrie, I'ex-
pression de “racines imaginaires”, et opposition est #tdfsiite aux “racineséelles”.
S'il tient a dire “gqu’il N’y a quelquefois aucune quamjtqui corresponda celles
gu’on imagine”, le pli fut biertt pris de parler de “quanét Eelles”, qui est tout
autant un oxymore pour la tradition mathatique que I'habitude qui devint celle des
“quantites imaginaires”. Descartegfihit pourtant sans ambigé les quantés €elles
comme rapports de longueurgaretriques, les dotant d'un signe pour les besoins des
équations. Mais la “nature” des quagttimaginaires chez Descartes ne sau@né

19Ce type détude sur ce qui fait I'autoit au besoin par la force de I'habitudesta initialise par Edward
Grant, Aristotelianism and the Longevity of the Medieval Ntldview, History of Sciencel6, 1978, pp. 93-
106.

20 immense litérature philosophique sur I'imaginaire et I'imaginationtentoujours le peu d’estime
pour cette notion chez les scolastiquesaliage classique, et la nouveauju’ouvre IEncycloggdie de
Diderot, hissant I'imagination au niveau de la raison et den&moire parmi les facuds principales de
I'entendement, mais l&duisant aussi la seule pésie. VoirDiscours péliminaire de I'Encyclopdie éd. F.
Picavet, Vrin reprise, Paris, 1984.
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évoqlee, puisque ces quardt sont des fictions en vue de I'aliye?! Elles sont des-
tineesa permettre la factorisation degbriture de tout polydme. C’est exactement
ce quécrit encore Leonhard Euler dans un article paildn 1751, utilisant le verbe
“concevoir” en Eference au verbe “imaginer” de Descarté$l commence dans son
titre par se restreindre au vocabulaire des “racines inaagisi’, mais és la deuxéme
page, il parle de “quanés imaginaires”. La surprise est qu'il tieatles afinir par
I'absence d’ordre sur ces quagtt Elles sont des quardit qui n’ont pas de sigrfe.
Signe est ici entendu au sensé&bgique de + ou -, quegtris bien ar avec des signes,
mais de facon rbtorique ces quanés sont sanécriture possible priori. La forme
complexe, au contraire, est ugeriture, mais elle ne pourvoit pourtant pas un signe
algébrique, et c’est pour cela qu’elle est dite “impossible’e<t le seul endroit du
texte d’Euler @i cet adjectif intervient.

On nomme quantimaginaire, celle qui n’est ni plus grande géex, ni plus petite que
zéro, niégalea zro; ce sera donc quelque chose d'impossible, comme par exafmgle
ou en grérala + by/—1 ; puisqu’une telle quanétn’est ni positive, ni agative, ni ro24

Peutétre I'absence de signe sigaalpar Euler est-elle un cite d’erreur! Ce serait
une pierre de touche, un moyen detriirea priori tout argument touchant des imagi-
naires quiévoquerait un signe. Nous allons surprendre Euler se trotsue ce point
méme. Mais lisons Euler pour constater qu'il reste beauceuugage ordinaire au-
tour de l'ecriture al@gbrique.

Nous concevons donc, que de quelque @egre soit [equation propase
XN+ A1 4+ Bx"2 4+ Cx"3 4+ . 4+ N =0,
elle puisse toujourétre repesenée par une telle forme
X+ o)X+ B) (X + )X +0)...(x +v),
ou le nombre de ces facteurs simples sait®

Les A, B, C, etc., sont des quargis €elles. Bien entendu, Euler ajoute des preips
concernant les quantis imaginaires, que je @iere dire en plus akpriques, puisqu’il
suppose seulement qu’on peut les multiplier et additigriesorte que I'on dispose
des fameuses relations combinatoiréssavec I'algbre moderne comme on les voit
déja chez Francois ¥tea la fin du XVF siecle, qui n’'lesite pas parler de raisonne-
mentsélégants dergre cette belle observatidh.

21pescartes n'a rien contre le mot “nature”, et son discoursradans l&Géonetrie est intitul : “de la
nature des courbes”.

22Rere Descarted,a geonetrie, op. cit, p. 380.

23| eonhard Euler, Recherches sur les racines imaginaire€giestions Mém. Acad. Sc. Berlin5,
(1749), 1751, p. 222-288;eonhardi Euleri Opera Omnid, 6, Commentationes algebraicagp. 78-147,
p. 79. Cette &férence sera nee : Euler, 1749, p. 79. Voir, Christian Gilain, Sur I'his®idu tteoeme
fondamental de l'algbre : tleorie destquations et calcul iggral,Arch. Hist. Ex. S¢.42, rf 2, 1991, pp.
91-136.

24Euler, 1749, p. 79.

25Euler, 1749, p. 79.

26Conclusion déDe emendatione Aequationui Vietae Opera Mathematicheyden, 1646. On trouve
une histoire des fonctions sytriqueséléementaires dans Jackie Steda@le Greate Invention of Algebra :
Thomas Harriot’s Treatise on Equatip@®xford University Press, 2003. On notera qu’en prenantfaes
teurs de la forméx + a), Euler se ébarrasse de signasmettre alternativement devant les coefficients du
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A=ala somme de ces quagsta, S, y, 9, ...,v,

B=a la somme de tous leurs produits de dawdeux,
C=a la somme de leurs produits de traigrois,

D=a la somme de leurs produits de quatrguatre,
et enfin

N=au produit de toutes ensembigdy é...v. 27

Dans cette conception a@brique les quantéis €elles sont des cas particuliers des
guanties imaginaires, et il y aal un paradoxe logique, usuel en n@tiatiques. |l
tient ici au maintien du mot “quanét dans les quantis imaginaires. Cette position,
une posture d’autoétcarésienne, restera immuable au X\?IHiecle, sauf sa deraie
anree, avec la @sentation de la #se de Gauss. Si pour ces qua@stiimaginaires
algébriques, Euler entenégler la question de leur natureéilite pourtant cette termi-
nologie. Le texte suivant l'illustre.

On dit donc que toutéquation, ne pouvardtre €solue en des facteurs simplégls, a
toujours des facteurgels du second degrCependant personréece que je sache, n'a encore
démonté assez rigoureusement larité de ce sentiment; jé¢herai donc d’en donner une
demonstration, qui ne soit assujetti@ucune exceptio%?.

Euler maintient lasmantique de l'algbre des seuls poldmes, d'ailleurs appét des
équations, pour bien rappeler que I'on cherche des sohutigtiies” qui, a priori, ne
sauraient s'avouegtre des quangt imaginaires noréelles. Aussi, on ne lira d’abord
gue des “facteurseels du second deglt, donc des imaginaires a@jgriques du second
degg, ce que I'on va appeler des nombres complexes, mais quEder seront au fi-
nal les imaginaires tout court. Cette facon sera suivieipafdigrée de matématiciens,
qui presgue tous ne pourroréanmoinsviter I'intervention des imaginaires dans les
raisonnements, et d'imaginaires ndrduitsa la forme complexe. Gauss au final sera
le premiera recuser cette “hypocrisie”.

Euler® en 1749 parle avec l'autoéitd’'un acaémicien des sciences excep-
tionnel qui lance apparemment un programme de recherchactieritation polyno-
miale 30 il fait réferencea la tradition alg@brique caésienne, et la &érali®e est

polyndme pour exprimer les fonctions sgmiquesélementaires. C'est qu'il @pare unale fonctionnel de
ces coefficients, que trouvera Lagrange, comme on le diragilughétudiant la @monstration de Laplace.

27Euler, 1749, p. 80.

28 yler, 1749, p. 81.

29Comme si la production du penseur seule comptait, en dehoredesques nombreuses il est vrai
dans lesOpera Omniail n'existe gere de biographies d’Euler, lé&doges aca@miques du XVIIF sigcle
paraissant suffire.

30Depuis les travaux de Imre Lakatos, la notion de programme therelte semble aller de soi, car elle
focalise sur une &thode en vue d’'une inventiohlistoire et néthodologie des sciences, programmes de re-
cherche et reconstructiotrad. fr. C. Malamoud, J.F. Spitz sous la dir. Luce Giard, PRH¥is, 1994). Alors
gu’elle manque selon moi @paisseur historique. La lui donner serait presque céreidin programme de
recherche comme un genreéitaire, utili€ par un scientifique pour se placer facees pairs, mais aussi
ses patrons. En fait, me semble-t-il, l&mét d’'un programme de recherche est d'installer dans la peatiqu
mathtematique, et en particulier dans la pratiquédaliture des ma#matiques, cette part dées floues et
néanmoins esquiges, une pulsion sans doute. Mais &&est assez défente alors de la dialectique des
“proofs and refutations”. Andr Weil parle admirablement d’'une &taphysique” comme ensemble d’ana-
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double. Il faut obtenir unésultat de factorisation pour tout pofme; il faut une
demonstration sans exception. Si Euler cache pour le moméait lque Jean d'Alem-
bert ait fait un effort semblable au sien, d'ailleurs p&btans le rame recueil
aca@mique que l'article d’Eulet! une anke plus dt, c’est qu'il consiére que le
texte de d’Alembert ne rele pas du domaine de I'agre : “il a emplogé dans sa
demonstration des quaréi infiniment petites32 Euler usera de gme de I'emploi
de quantiés imaginaires comme signe d'un aualdk I'alggbre vers lequel il entend
entrdner son lecteur. Mais Euler a la ruse de dire gu’il n'a riento® les quantés
infiniment petites, et que son propos est seulemenégaration des gthodes et des
genres. Ce n'est qu’une &torique pour montrer que l&paration des domaines est
peu convaincante.

De fait, d’Alembert avait mon& que toute imaginaire arique, “quelque
compligltee qu'elle soit, est toujoureductiblea la formeM + N+/1".33 D’Alem-
bertétait parvenua une question de nature, et pdr= 0, la nature de quanétreelle
devenait plus gréralement incluse dans celle des imaginaires. Alors qelErdste
d’abord dans la seuleéemantique des polyimes, et de leurs factorisations, qui par le
vocabulaire permet une distinction de nature entre imagia&t els. Autrement dit,
et si l'on classe par les objets en cause, d’Alembert thavailec une fonction polyno-
miale, donc avec une courbe qui dispose d' i€ par elle-néme, alors qu’Euler se
cantonneraia I'objet algebrique polydme. C’est pour signifier cette division que j'ai
adope le langage des quar@tt imaginaires aigpriques, mais je vais devoir justement
m’en debarrasser bieat.

En effet, on avait souvergétendu le geste ordonnateur de Descaatd&autres
objets que les polydmes, et perdant I'ordr&voqle des quantits imaginaires aussi
bien pour des expressions pouvaricsire par une formule, mais ne pouvant objecti-
vement recevoir une signification directe, ainsi du loanié des nombresgatifs, ou
pour des expressions facila€crire en tant que signes, mais pour lesquels il reatait
trouver un sens, comme une exponentielle complelsase complexe :

(a+ by/—1)Cctdv=D,

C’est finalemena propos des exponentielles qu’Euler fait comprendre le-pou
qguoi de son article, et la structure qu'il lui donne. Il nlisie pas la ritorique du
genre algbrique, mais celle de I'uti Il le fait sous la forme d'un @igrement
de I'algebre polynomiale pure. La connaissance des imaginairébrdgies ne sau-
rait “avoir aucune utilié”3* en alg:bre polynomiale consélée comme servari la

logies vagues, mais vailqu'il rompt avec la 8mantique du “programme de recherche”, puisqu’il avoue
I'ennui qui survient une fois que le flou s’efface padtit objectif de la teorie en jeu (Ande Weil, De la
métaphysique aux maématiques(Euvres scientifiques/Scientific Worl8pringer Verlag, New York, Hei-
delberg, Berlin, t. 2, p. 408).

31jean d'Alembert, Recherches sur le calcubgral, Memoires de I'Acaémie des sciences de Berlh
(1746), 1748.

32Euler, 1749, p. 114.

33Euler, 1749, p. 114.

34Euler, 1749, p. 80.
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géonttrie, puisque les racines ainsi obtenues ne donnent patuties. Mais “I'Ana-
lyse des infinis” use de ces racines pour classer légiiates des fractions rationnelles
aboutissanti des “logarithmes imaginaires” que I'on sa#duirea des expressions
réelles. Autant donc aborder directement ces guamnfinaginaires, au moins celles
qui proviennent des logarithmes et des exponentielle$,de® “operations transcen-
dantes”, ou au moins celles des transcendantes qui sonttesh

Or pour lever ce doute, je ferai voir que toutes legragions transcendantes qui sont
connues, récartent point les quaréis imaginaires qu’elles produisent, de la forme maequ

(M+/=D)3

C’est donc dans ce que I'on peut voir comme la déme partie du texte d’Euler que le
point de vue de d’Alembert est rejoint, et la restrictiola factorisation&elle du @but,
comme @limitation d’'un genre algbrique, est un leurre. Pourquoi ne pas le voirgtlut
comme forme rhtorique, qu'il serait facile de nommer dans &pertoire literaire ?
La question imradiate est celle de son utéit Est-il voulu que la deugme partie
ne se comprenne que par le sesdae la prengire, celle consaée aux imaginaires
algébriques, et I'algebre polynomiale ? Mais est-ce bien Euler qui dit le &scou
le récit qu’en donnent les historiens des n@attatiques ? Pourquoi ne pas comprendre
que le relatif insuces de la prend@ire partie, aux yeux d’Euler lui-éme, est la cause
de I'existence de la seconde ? Euler pourrait-il ne§tes ficclea son manuel de pu-
blication tes €cente, lIntroductio in analysin infinitorunsorti a Lausanne en 1748,
ou il n'est pas fait de diffrence de traitement, ni donc de nature, entre les fonctions
algebriques et les fonctions transcendantes, connuasonnére. Autre point de vue
encore, la division en deux parties de son article par Ewdesignifie-t-elle pas que
I'algebre “finie”, celle des polyimes, a une autonomie dethode ?

Je crois que ce serait parler un peu trop vite, et le discaritsednhard Euler
offre des subtilies que la forme wtorique utili€e permet de&teler. Car je ne lis pas
Euler contre Euler, pour le&tbusquer, mais en prenant @risux ses moyens d’expo-
sition. Autant la deuxime partie du texte dufBois est annorée avec autor comme
stire (“je ferai voir”), autant la prenére partie reste un programme (“pecherai donc
d’en donner une &@nonstration”). En sorte que I'’Analyse des infinis apfigtus fa-
cile que l'algebre des quanés finies. C’est que les prashes ne sont pas lestmes.
Avec I'analyse des infinis, oregle la nature des épations transcendantes, c'@stlire
que l'on s'inéresse aux fonctions et aux objets imaginaires qu’ellesntrautomati-
guement. D'dl la geréralite de la conclusion :

Nous pouvons soutenir sans balancer, cer@alement toutes les quagtitimaginaires,
quelque compligées qu’elles puissedtre, sont toujoursaductiblesa la forme

M + N+/—1.9

La question de la nature des imaginaires est donégds facon grérale. Qu'est-ce
gu’une quanti imaginaire en gréral, sinon le &sultat d'une expression fonctionnelle
appliqiee a une variable. Si I'on reste avec I'élgre polynomiale, il y a des diffi-
cultés, donc Bcessié d'un plus grand @ploiement d’astuce matmatique, parce que

35Euler, 1749, pp. 121-122.
9Euler, 1749, p. 147.
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I'on ne peut exprimer akgpriguement la @pendance des quagstimaginaires dites
algébriquesa partir des coefficients du polgme qui les fait ntire comme racines. Eu-
ler ne doute pas qu'il y ait en cause des fonctions, mais bguression analytique est
inabordable. Il tenteraBanmoins une preuve “fonctionnelle” de la forméngrale des
imaginaires algbriques dans la seconde partie (“il est pourtant certagnogtte for-
mule sera compé@e de plusieurs signes radicaux”, et il les compose tous rpain-
tenir la stabilie dans le champ des compleX®s Cette @monstration d’Euler nous
inquiete encore aujourd’hui. La@thode fonctionnelle a pu conduiieles ésastres’
L'autorité du texte d’Euler ne tient-il pas @ri€ment au fait qu'il sait tenir la corde
assez raide, tout en restant suggestif dans la partie lalgiisrique ? Mais si la forme
donreea une fonction est celle d'uné&se entere, la néthode fonctionnelle est gou-
vernable, et en particulier il y a stabditde I'operation “fonction” dans ce que nous
appelons le champ complexe, qui est ouvert par l'agatiEuler ghcea I'enoné
préccdent. On dira que cette autéritioit se mesurer aussi par les citations de son
ceuvre, et sa pastitée : les histoires des mathatiques I'attestent pour le temps des
Lumieres, puis manifestent une remise en doute pougriage d’'apés, pas autrement
caracérige sinon par I'expression bizarre de temps de la rigueur quéspondrait
au positivisme si I'on est philosophe ou au romantisme si Bst litéraire. La cita-
tion d’Euler la plus fequente est sa formuéerite dans Introductioqui donne le sens
d’'une fonction exponentielle imaginaife’? = cosd + /—1sind). C'est cette for-
mule qui fait passer I'imaginaire ayrique en analyse des fonctions. On comprend
gue ceci bloque Condillac, pour lequel, selon la remargquaelscription qu’en fait
Ernst Cassirer, “I'esprit ne €e rien, n’invente rien; il@pete et combine”. Dans tout
cela I'esprit n'a affaire qui lui-méme eta ses “simples iges”>® Je mets au &fi de
montrer que I'exponentielle imaginaire, et je garde vdknstle vocabulaire d’Euler,
soit une “combinaison”.

La technique d’Euler, dans la preené partie, dploie certes des effets &lgri-
gues de factorisation et exploite l&&thode caésienne des iretermirées, mais elle est
fondamentalement et comméagessairement passagéa fonction polydme et on re-
tient surtout le mot “fonction”. A ce titre, 8tude des signes, positif oégatif, devient
majeure. C’est alors dansttude d'un signe qu’Euler commet une erreur. Cette er-
reur, qui est une confusion entre le signe moins eélgativié 3° n’est-elle pas comme
annonée par la pecaution d’Euler de ne pa@&voquer de signeas lors que des ima-
ginaires sont en cause ? La construction du texte d'Euleitdaien plus compliqae
gu’une simple division en deux parties, avec des retourstaatsa I'algébrique des

36Euler, 1749, p. 120.

373ean Dhombres, Quelques aspectséatpstions fonctionnellesdsa I'évolution du concept de fonc-
tion, Arch. Hist. Exact Sciencesol. 36, 1P 2, 1986, pp. 91-181; Jean Dhombres, Un texte d’Euler sur les
fonctions continues et discontinuegyitable programme de I'analyse au X\ABiécle,Cahier du minaire
d’histoire des matématiques1987, t. 7, pp. 35-115 avec la trad. fr. de Leonhard Eulenj&efunctionum
discontinuarum in AnalysiNovi Comm. Acad. Sc. Petrofd.1, 1765, pp. 3-27 ; Jean Dhombres, Michel Pen-
sivy, Esprit de rigueur et psentation magmatique au XVIIf sigcle : le cas d’une@monstration d’Aepinus,
Hist. Math, 115, 1987, pp. 9-31; G. Ferraro, Functions, functionaitiehs and the laws of continuity in
Euler,Hist. Math, 27, 2000, pp. 107-132.

38Ernst Cassirell,a philosophie des Luraies trad. fr. Pierre Quillet, Fayard, Paris, 1966, p. 58.

3%0ir André-Jean Gére,Les nombres&gatifs depuis d’Alemberthése, EHESSa soutenir, 2007.
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polyndmes, et comme un jeu d’exempi¥sNous verrons mieux I'erreur parce qu’elle
est qualifee dans un autre article qui permet Einhitation d'un autre genre ligraire,
le genre acaemique.

Le titre choisi par Euler est donc trompeur si I'on en juge gette orientation
finale : “recherches sur les racines imaginairesatpsations”. L'algbre polynomiale
est bien épasée, les eels sont inclus dans les imaginaires, et ceux-ci, pasreenle
les imaginaires akgpriques, ont la forme des complexes. Cette orientationfitrae.
Les raisonnements d’Euler sur leséogtions successives sur une fonction font pour-
tant partie de ce que j'ai quakfja I'occasion de sesamnonstrations de la formule du
bindbme de Newton, de pjuge fonctionnelt! C’est celui-ci, et non I'orientation vers
les fonctions, qui est donc sounagigritique, et puisque le travail d’Euleréde publé a
I’Académie des sciences et belles lettres de Berlin, édattes jeune Acaéimie des
sciences de Turin qu'uné&ponse fut donge une dizaine d’'ar@es plus tard.

2. Le genre aca@mique et |a tentation scolastique

On rencontre si souvent des quaggitmaginaires dans les expressionghtgues qu'il
seroita souhaiter qu’on se fut attaeh en examiner avec plus de soin la nature et I‘oriéi%e.

Ainsi débute un article pul#iaux Commentaires de I’Acécthie de Turin en 1759 et en
son premier nu@ro, par le chevalier Daviet de Foncenex, sujehmntais 8 a Tho-
non. La tournure de cette introduction, avec I'emploi d'umditionnel, assne I'in-
soucianceepisémologique des savantsgoedents. Mais c’est pour mieuxgparer la

40| convient maintenant de donner les lignes de structure tartiele d’Euler en 124 nuéros. Au
début il n’y a que desquations polynomiales de dégren puissances de 2 successives car il s'agit de
diviser cesequations en deux parties, et I'ordre du calcul conduienon@ du nunéro 49 : la ésolution
de tout tel poly®me el en facteurséels du premier ou du dewtne dege. Mais il est suivi d’'unettude
de I'equation de de@r6, qui n'est pas une puissance de 2, et pourtant un casyiartisans importance
notable puisque le #oeme @s qu'il est proué pour un certain degr I'est pour les de@s in&rieurs.
Une autre rathode est inveie, et ce sera celle reprise par de Foncenex, agaa directe des facteurs
réels du second degdans un polydme. Dix nunéros exploitent cette piste, et si Euler s’excuse de cette
redondance, c'est gu'il pourrait y avoir doute sur Engralite de la premére méthode. Obtenir autrement
le conforte, néme si cet autrement est aussi s@etoute. Au nuréro 60, le passage est fait dieteme
a la forme des imaginaires vt + N/—1, et tout aussilt la reciproque est envisag. Si I'on dispose en
effet de la forme des imaginaires, le&theme du nuréro 49 est acquis. Dloune nouvelle piste portant sur
les complexes, qui sont moés comme constituant un corps, et dont on peut prendre degsatintous
les ordres entiers. Ce qui, par revirement, induit au @unt6, une “nouvelle @monstration” du teoeme
du nurréro 49, en consigtant que toutes les racines imaginaireséshiisenta des extractions de racines
successives portant sur les coefficients. Le @xmsuivant est une tout autrémonstration, parécurrence,
a partir d’'une formea priori des racines d’'un polydme de degrn comme sommes de racineemes des
racines d’'un polyime de degrn — 1. Au nunero suivant, le nuro 78, le passage est effeetde la
premere partiea la seconde, puisque I'on passe de Bdige au transcendant des fonctions logarithmes ou
trigononeétriques, et jusque dans legthodes puisque le calcul diffentiel est sollicé : les valeurs de ces
fonctions sont mon&es complexes. La fin de I'article n’est qu’une longue exatimnh de ce &sultat.

413ean Dhombres, Les&juges d’Euler dans I'emploi de la @hode fonctionnelleRevue d’Histoire des
sciencesXL/2, 1987, pp. 179-202.

42Daviet de Foncenex, &lexions sur les quanéis imaginairesMiscellanea philosophico-Mathematica
Societatis Privatae Taurinensis 1, 1759, pp. 113-146, p. 113. Cet article seeasatmais &feren@ par
Foncenex, 1759.
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correction de l'auteur, qui n’en convient pas moins qu’uisédire doitétre repense, et
I'origine de ces quantis rectifee. Ce n’est pas kabula rasasur les imaginaires, mais
une rectification. L'auteugge d’un peu plus de vingt cing ans, poursuit au conditionnel
sur le tleme du églement des controverses : il segg qu’une bonne analyse des ques-
tions en cause les aura@vtitées. Il n'emploie pas le mot “addpre” pour @limiter son
sujet, et fixer le lieu de la controverse sur les symboles ldasens n’'est pasvident. ||
use d’'une expression bien plusénéssante, celle d’'un “calcul”, pour suaggr moins

un domaine qu’une fagon de faire des n@attatiques.

Ces recherches auroigte d’'un grand secours dans toutes les parties desamaitiques
qu’on traite par le calcul, & on aurod@vitée par b beaucoup de paradoxes, & de contradictions
dans une Science qui en devrdite enterement exempté3

Le conditionnel final, une jolie clause étorique, impose une critique desefies
mattematiques frcedentes, et appelle aussi l'inscription dans unedggBiendt, I'ar-
ticle “Equation” de IEncyclofedig sigré d’Alembert, “ai I'on trouvera deséflexions
neuves et irdressantes”, estldthentécarg, “matere étrangre a mon sujet”. Mais
quelques pages plus loin appéta nom d’Euler, qui a produit une “excellenteepe...
sur cette matire dans les Emoires de I’Acadmie royale de Prusse de I'ém1749™4

Le travail d’Euler portait, nous I'avons vu, au-dales imaginaires addpriques, et Da-
viet de Foncenex vise aussi bien un “calcul”. Effectivemprgésque au final de cet ar-
ticle d’'une trentaine de pagesj bon aura beaucoup p&ldu logarithme des nombres
négatifs, il est constatque les “formules afgpriques”, et il faut entendre seulement
le calcul, “appliq@esa des cas qu’elles ne peuvent exprimer rendent imaginaires &
absurdes des expressions qui doivetng €elles par la nature @me du prokdme” qui
les a convogées. Le lien de I'absurdi'imaginaire semble &ourager, mais c’est un
effet de langue. Puisqu’est corrigible

cet inconenient dans I'algbre qu’on ne puisse pas toujours trouver des formiéesrgles
qui puissent s’appliquei toutes les circonstances de la question, mais il sera %S
facile de reconrit&re les cas qui ne peuveatre expringés par cegquations, & on pourra les
corriger par un praede semblablé celui, dont je me suis ser{®.

A ce moment du texte appatée nom de Lagrange, puissancedafrea Turin, et pour-
tant de deux ans le cadet de Daviet de Foncenex. Lagrange Isigiis de Lagrange
une longue note en dorie de la gravitation, portant sur un aspect “absurde mt&o
dictoire” du calcul inégral, la valeur difrente dira-t-on biedt du laplacien, selon
gue I'on se trouvea I'intérieur d’'une masse sphique, sur son bord, oa I'extérieur.
La conclusion de Lagrange va excellemment dans le sens dul ceimme justificatif
des paradoxes.

Au reste, les Gorretres ne sont plustrangersa ces sortes de paradoxe, si on peut les
nommer ainsi. (Car je n'y vois que des cégsences toutes naturelles des suppositions qu’on

43Foncenex, 1759, p. 113.
44Foncenex, 1759, p. 116.

45Foncenex, 1759, p. 143. J'ai seulement c@dgux verbes, car il etrit “puissent” en premier, mais
c’est sans doute une interversion lors de la correctiorege=uves avec le “puisse” qui vient une ligneéspr
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a fait (sic) dans le calcufi®

Dernier feu, 'article de Daviet de Foncenex termine celgiésignea I'instar de son
titre comme des ‘&flexions”, par la @monstration simple de stabéidans les com-
plexes de I'exponentielle complexe, que d’Alembert et Ealaient @&ja fournie. Le

proceck analytique utilig fait 'analyse des fonctions.

Ainsi le compte rendu lifiraire de cet article de Foncenex le range dans le genre
de l'article acaémique, nouveau genre savaitavec les Acaeimies des sciences de
Londres et de Paris dans le dernier tiers du X\éiecle, avec une affiliation affiraée
d’une lignée d'auteurs vivantsionent eferen@s, des jugementsss nets sur d’'autres,
et un professionnalisme sans faute. Cet artidi&du par un censeur, et sans doute cor-
rigé pour qu’il suive la bonne norme ad&dique. Ce censeur est sans aucun doute La-
grange, dont nous venons de voir I'intervention. Le resgestinfluences est si grand
dans cet article que l'auteur fait mention d’'un texte dathntL748, de R.P. Le Seur,
professeur au Cage Romain ekditeur commentateur avec Jacquier Bascipia de
Newton. C’est que les pro@tes combinatoires, mises en jeu chez Euler, séjit elf-
fectivement pesentes chez Le SetfrLe commentaire de Daviet de Foncenex est que
I'on y trouve “d’ailleurs une excellente conduite des cidtd® Effet de rtetorique,
cet environnement permatl’auteur d’assurer qu'il s’occupe d’une affaire impot&an
et d'un “theome fameux® N’est-ce pas aussi se@munir contre une accusation
de travailler sur des objets, les imaginaires, qui n'ont st de cié en \eritable
algébre ? C’est aussi la raison pour laquelle I'auteur parleusuion dégali€é. Voila
I'effet de la liberé acaé&mique, alors idme que Foncenex n'est pas agmitcien, mais
cadet de I'Ecole d'Artillerie de Turin. Ce titre ne figure s I'ouvrage acaanique.

Un peu néduss, des lecteurs francgais penseront que le nom de Foncdtiai qu’'un
pseudonyme utilis par Lagrange selon une des vieilles astuces depablique des
Lettres.

Pourtant sur certains aspects, cet article correspondkmaiguusages de I'Uni-
versi€é qua ceux de I'’Acaémie, et quelque chose dans le torélistire difere de I'ar-
ticle d’Euler. Certes, selon I'ordre acamlique qui est d’abord professionnel, I'article
esttechnique, illisible par un non méthaticien. Mais la fatention en eggminemment
philosophique, au sens d'une philosophie des &matitiques, et il faut aussi tenir
compte du nom du recueil qui recoit I'articldiscellanea philosophico-Mathematica
La philosophie n'avait paa proprement parler sa place, du moimbAcademie des
sciences de Paris. En fait preuve I'argumentaire suivantil @stécrit dans un style
dogmatique, quasiment comme un syllogisingartir d’'une “naturea priori dont on
pensait par I'introduction de I'article qu'il s’agissaibprtant de la éfinir sur de nou-
velles bases.

Si I'on réflechit sur la nature des racines imaginaires, qui comme on sdliginept
contradiction entre les doBes, on concevravidemment qu’elles ne doivent point avoir de

46Eoncenex, 1759, p. 144, note.

47Thomas Le Seuiylemoire sur le calcul irigral, Rome, Ed. Pagliarini, 1748.
48roncenex, 1759, p. 122.

49Foncenex, 1759, p. 115.
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construction @onetrique possible, puisqu'il n'est point de mare de les conséater, qui
leve la contradiction qui se trouve entres les dmmimmuables par ellesémes>0

A Paris, une dizaine d'a@®es plus @t, on avait lu sous la signature de Buffon des
phrases de ce gengepropos d'algbre, faisant appeldes arguments “étaphysiques”
sur la nature indivisible d’'une loi de la nature. L&taphysique en jeu pourrait mieux
se dire scolastique, et pegéitre la qualification “universitaire” vaudrait tout auta@e

fut effectivement une exceptianl’Acadeémie de Paris, et le sétaire perptuel publia
quelques pages, parce qu’il y avait eu une vive et courteetjaeavec Clairaut, et
gue celui-ci ridiculisait les arguments de Buffon. Le plugable est que Clairaut les
excluait comme arguments scolastiques, irrecevablesl@aginte acaé@mique?!

Le ridicule du dogmatisme de Foncenex sera manifestementgdbis difficile
a surgir, et le livre de Jean-Robert Argand de 1806, gussita repésenter orrétri-
guement les complexes, et eadiire la eduction des imaginaires @igriqgues aux
nombres complexes, n'aura aucun impact &caidue. C'est un autre milieu qui le
prendra en charge, le milieu des enseignants deénatiques, dans leur nouvedle
devenu important dans la formation puisque dans lesdgde latin venant @tre mis
en équivalence aux mafimatiques. De sorte qu’'un autre genretlidire se d@e, non
pas la poursuite du genre du manuel, mais le guide du prafiedsg aura donc un
mélange de formalismes didactiques et de variantes, de @it@pts curieuses, mais
aussi de discussions sur lguilibresa tenir dans les classes entre les domaines, I'ana-
lyse se cherchant une place en filiation de kddre, la @onétrie se divisant en divers
secteurs, selon le recours ou non #ialgébre eta 'analyse, etc®2 Ces discussions ne
pouvaient appaitte dans les manuetsproprement parler, car ceuxéataient destias
auxéleves, et on ne pouvait laisser percer ainsi des doutes it slanc d’'une autre
histoire, qui pourrait biegtre dite par unétude un peu fine du vocabulaire des articles
d’Argand. Il invente le mot “module”, qui va rester pour lasamties imaginaires qui
deviennent seulement des nombres complexes, et tout leem@nt de I'article d'Eu-
ler est aganti. Maisa faire cette analyse, nous quitterions le temps des &ugnipour
celui de la Revolution et de ses suitesy @n nouveaudle pour le savant eétabli, et
donc une rbtorique toute diffrente de I'utilie, notamment professorale.

Revenons doné Foncenex, dont la forme &g par le dogmatisme pour les
constructions gonetriques avec les quarég imaginaires, peut provenir d'une lec-
ture trop €rieuse de la @torique de l'utilieé qu’Euler avait esquige pour justifier
le passage de la preéne partie de son article la seconde. @tait le passage des

50Foncenex, 1759, p. 122. Jai lagsSorthographe impossible, “entres”, facon de signalez fon ne
peut pas trop cherchartirer parti de subtiliés de langage.

51| e piquant de I'histoire, et cela met assemal 'opposition que les historiens font entre éaitns
algebristes et newtoniens de la nouvelle philosophie nagjredit que Buffon voulait&fendre le dogme de
I'attraction newtonienne, contre la proposition de Claird’'une loi seulement approeh (Jean Dhombres,
The mathematics implied in the laws of nature and realism, ordfeeaf functions around 1750, in Paolo
Cerrai, Paolo Freguglia, Claudio Pellegrini (e@ihe Application of Mathematics to the Science of Nature.
Critical moments and Aspect&luwer Academic, 2002, pp. 207-222).

523ean Dhombres, Mario H. Otero, Lasnnales de ma#imatiques pures et appligas le journal d'un
homme seul au profit d’'une communaenseignante, in E. Ausejo, M. Horrbig Messengers of Mathema-
tics, Madrid, 1993, pp. 1-53.
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imaginaires algbriques aux imaginairesgrales, passage qui conduisait toutefois
a une eduction drastique de toutes les imaginaires aux seuls msndomplexes, et
donca un cenigrement d’'une ggificite de traitement des fonctions algiques sur
les fonctions transcendantes, entendues comme fonctimasales esumant l'icce de
dependance sous I'expression analytiGfi®ais la scolastique de Daviet de Fonce-
nex sur ce poinétait peutétre le gage dorépour qu'il s'accompagne d’une critique
épisemologique érieuse, sinon radicale, du travail d’Euler. En effet, ésdat passer
ce qui restait d'impossible dans la notion d’'imaginaifémpossibilitt d’'une construc-
tion géonetrique, de Foncenex estéie de la preuve d’Euler elle-eme, restant bien
sous son autoitquant I'orientation de la recherche des valeurs imaginaire$ates
tions en @réral. Le proéde rhetorique est alorsés fort, particukrement favoris par
un langage polie de la civilie acaémiqué* puisque la @monstration de I'impasse de
la voie qui est choisie par Euler, justifie I'utiitd’'une émonstration sur la nature des
guantiés imaginaires sur une tout autre base.

Cette circonstance, sans laquelle lédfeme ci-dessus perd toute sa force, me fparo
as®s difficile a demontrer [...] la difficulé que j'ai troue a les @&duire gréralement des
coéficients de Equation propase m’a fait abandonner cette recherche, pour examiner si
independamment des Principes que Mr Euler avgia dtabli, on ne pourroit point&montrer
la proposition en questior?ﬁ

Il devient alors difficile de soutenir cette constante desttriographie classique sur les
mathtematiques du temps des Luemés @pourvues d’interrogatioréppisemologiques
et entrénées par un allant analytique inventif, qui ne serait stsibijue par le rigorisme
d’esprits d’abord is@s comme Cauchy aletut du XIX€ siecle. Heureusement, des
études plusé&centesttablissent le sens philosophique que bien des @nadliciens
des Lumeres donnerd leur travail, notamment Lagrange, dont il n’est pas ieulié
dire a nouveau qu'il est celui qui a introduit I'article de Fonegra I'’Académie de
Turin,?® mais aussi bien Euler dont I'autaiest du rme ordre. Examinons la forme
de la critique d’Euler par de Foncenex, en remarquant d'eengl’elle tient en deux

53jean Dhombres, Une conception architecturale de énaliques : la@aration des variables chez
Pfaff, in Patricia Radelet-de Grave, Edoardo Benveng@u)(Between Mathematics and Architecture
Birkhauser, Basel, 1995, pp. 178-203; Christian Gilaip,cit, note 23; Judith Grabinefihe Origins of
Cauchy’s Rigorous CalculusIT Press, Cambridge, 1981.

54Un langage direct consisteraitlire : le tltoreme de Mr. Euler est faux. Ce langage direct fge tenu
dans une Acagimie, notamment dans les rapports officiels sur les documerdsssia I’Academie, et on
I'a vu a propos de la querelle Buffon-Clairaut. Mais il s'agit icaldebre probdmatique, et Euler lui-Bme
a redige son article de facoa laisser voir ses doutes. Ceci dit, soixante dix ans plds fdrel se contentera
de dire qu’un tkoeme faux de Cauchy “souffre d’'une exception”. La “cialicaémique” a fait I'objet de
nombreusesgtudes, aussi bien pour la Royal Society que pour I'&caig des sciences de Paris, mais il n'y
a pas eu dtudes litéraires sur les formescrites de cette civili, la péference ayaréte donree auxeloges
qui forment un genre particulier, mais partiértment stable dans I'histoire de I'Adadie.

55Foncenex, 1759, p. 118. Jomets des “sic” dans cette citation

56Une biographie de Lagrange pedtre consulte dans leDictionary of Scientific BiographyCraig
Fraser, Joseph-Louis Lagrange algebraic vision of theuedcHist. Math, 14, 1987, pp. 38-53; Christian
Houzel, Jean-Louis Ovaert, Pierre Raymond, Jean-Louisu8aR#&ilosophie et calcul de linfiniParis,
Maspero, 1976 ; Marco Panzza forma della quanté. Analisi algebraica e analisi superiore : il problema
dell'unita della matematica dell'illuminismcdCahier d’Histoire et de Philosophie des sciences, Pa#8B2,1
n° 38-39.
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courtes page¥, alors que dans son article, de Foncenétesid longuement et avec
mollesse sur le logarithme des quagsitegatives. Se@jage de ces deux seules pages
un genre particulier &criture des ma@imatiques, une exhibitiogpisemologique au
sein des ma#matiques. Il s'agit@anmoins de dire ce qui estnitablement en jeu.

3. Rendre compte de la difficule de sélever au-dessus des calculs

D’abord, et c’est un acte ostentatoire, de Foncesxume ce qu’Euler a fait, en
reprenant son vocabulaire, et en introduisant seulemestgjaes mots pour souligner
les points cruciaux qui seront ensuite critégu Euler a&tabli,a partir des racines ima-
ginaires d’un polydme unitairé® P de dege 2", dont il s’agit de montrer qu'il est fac-
torisable, unéquation polynomiale ea. Il convient de montrer qu’elle a des racines
réels. La factorisation est en deux pddynes de de@r2"~1, &crits avec des coefficients
indétermires en nombre™- 1. Il s’agit de les calculer tous partir de I'un seul d’entre
eux, noé u. Le dernier terme du polyime enu ordonré par puissancesdroissantes
est un produit en nombre impair d’expressions de la fora, ol p désigne une
racine imaginaire. Appelons & écrit donc sous la forma = —p?p2p’2... . L'im-
parite provient d’'un calcul combinatoire sur le nombre de combonss possibles de
2"—1 élements choisis parmi"™2qui est le produit de 2 par un nombre implajrselon
la demonstration indiscutable et facile fournie par EGfEt le degé de I'equation en
u estétabli commeetant aussi 2, de sorte que le nombre de racingsp’, p”, etc., en
géréral distinctes, soit 'impaik, qui explique le signe moins dans I'expres$idde
a, puisque I'on a aussi les racinesp, —p’, —p”, etc. Le but du calcul, ou plat de
I'exhibition d’une forme pour les coefficients, est de mentqu’il y a au moins une
racine Eelle pour le polydme enu. Ce qui est facilex établir c&s lors que le coeffi-
cienta est proue regatif, puisque le degrdu polyrdome unitaire em est pair, X, ce
qui a priori donne au moins deux racinesetles®’ De Foncenex ajoutant sur Euler,
un peu par exhibition de sa con@ivension du nitre, explique que le polydme enu
contient seulement des puissances paires.teEuler “prouve” la regativié dea en
inspectant sa forme : un signe moins devant un produit dégafiPar consquent le
dernier terme de &quation poun sera un quaé régatif® écrit Euler, que retranscrit
exactement Daviet de Foncenex. Qeagit :

57Ce sont les pages 116 et 117 de Foncenex, 1759.

58Convenons gue le polgme est dit unitaire lorsque son coefficient de plus hautadegr 1.

59Euler, 1749, p. 106.

60pe Foncenex, pour s'expliquer, a la malencontreuge idlappeler urp une racine “positive”, alors
gu'il s’agit de quantiés imaginaires dont Euler a pris le soin de dire que ce qui lexciaisait était de
n'avoir pas de signe. La valeur dedépasse le degrdu polyrome P, mais le nouveau polyime a des
proprietes particuléres.

61Euler a poé comme thome fondamental dans son article qu'un pélyre de degr pair et dont le
coefficient du terme constant estgatif posédait deux racineselles au moins, ce que nous inté&tons
aujourd’hui par le teoreme des valeurs integdiaires.

62Mais il y a une malheureuse faute d'impression ici, et il @git impair au lieu de pair (Foncenex,
1759, p. 117).

63Euler, 1749, p. 106.
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Mais puisquep, p’, p”, p”’, &. sont les racines deéguation dont quelques unes
peuvengtre imaginaires, & avoir un qué@négatif, on ne peut pas conclure de ce que les fac-
teursu? — p2 sont en nombre impair, que le dernier terme de leur produit seérgiellement
négatif4

Et il va plus loin, montrant que la&ginonstration de cetteegativié exigerait détablir
que le produit dep soit reel. Or c’est ce que Euler luime avait vu, mais de Fonce-
nex ajoutea propos du coefficierdt :

Mr Euler le trouve en effet tel pour lesquations du quatime dege, mais pour les
autres cas il se contente de dire que de praoghaitt éterminable par les éficiensC, D, E
[ce sont ceux,&els, du polydme R, il ne peutétre imaginairé3.5

Et vient I'estocade, imparable, car faisa@tat d'une insuffisance dans I'ordreeme
des fonctions qui fait le sens de l'article d’Euler comme s\bavons vu, et comme de
Foncenex I'a bien compris.

On sent bien gu'il faudroit encore qu’on fut &ss qu'il estégala une fonction ration-
nelle de ces dgficiens®®

L'expression “fonction rationnelle” est effectivemenilisée par Euler, non dans la
démonstration grérale, mais dans le cas d'ugquation de de@rl6, pour laquelle le
dege de I'equation eru devient de fagcon impressionnante 12 870, le norkleétant
la moitié.
Posant donggrs etc. = P [Foncenex notait pjp” p”’ p””], il est certain queP est
déterminable par les coefficies C, D, E etc., en sorte qu'il en est une fonction rationnelle,
et partant eelle5”

Euler est pece par sa rathode neme d’expos. |l traite en effet longuement des cas par-
ticuliers, comme s'il s'agissait d’'uné&currence, mais abandonne les calculs effectifs
(en I'occurrence les seuls calculs faits le sont poeguiation du quattime degg) au
profit d’'une consiération plus grérale, ici le caraéfre “ceterminable”. Et le @juge
fonctionnel est que leé&erminable donne une fonction “rationnelle”, un pdiyme
donc selon Euler, prenanésd lors des valeurgelles. De Foncenex rate d’autant moins
Euler que la question du &lerminable” avait €ja éte signate comme faisant partie de
la méthode néme de factorisation du polgme P. C’était lorsqu’il s’agissait de mon-
trer queu étant Eel, on pouvait en&buire que tous les autres coefficientsetmirés
introduitsétaient els. Foncene&crivait :

Toutes les lettres, S, u, v &. se pourront @terminer par les connu& C, D & mélees
avec lindetermiréeu, reellement sans extraction de racffe.

Cette fois I'expression &ellement sans extraction de racirexjuivaut comme une
sorte de pecisiona “fonction rationnelle”, qui signifie normalement une ftino poly-
nomiale. Et Euler emploie encore cette expression lors diteiment du cas de

64Foncenex, 1759, p. 117.
65/dem.

661dem.

67Euler, 1749, p. 103.
68Foncenex, 1759, p. 116.
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I’ équation du huiBme degg, mais utilise la rtorique de I'autoré aussi vieille que
I'academisme (“comme on sait”).

De cestgali€s, onéliminera successivement les letttess, y, d, ¢, ¢, ce qui se pourra
faire, comme on sait, sans qu’on ait besoin d’aucune extradgaacine, de sorte que les va-
leurs de ces lettres seront toutes exj@@seellement par les quaréi connue8, C, D, E, F, G, H
et 'inconnueu.%9

Or dans ce cas, le caract ceterminable paifgjustifié par un mauvais argument heu-
ristiqgue dont l'alg:bre de la thorie de Ielimination cherchaib se @barrasser. En ef-
fet, le nombre des inconnues (les coefficientsetrdmires) estegal au nombre des
équations qui les lien® Sans explication sur la forme dégquations, cette conclusion
est inacceptable. Or Euler la donne, non pas dans le @a&sal, maisa l'occasion
du traitement de &quation de de@r16, qui n’esévidemment pas I'objet d'un calcul
proprement mei:

On obtiendra 1&galiés, desquelles il faut chercher les valeurs des coeffidients, g, d,
etc., dont le nombre est aussi = 15, de sorte que c’est ungmebttermire.’L

De Foncenex ne mentionneéme pas les remarques d’Euler par lesquelles il se justifie
quand néme, ayant bien vu quegd I'equation du huigme degg, les coefficients
indétermirés sont kes par des relations faisant intervenir des puissancesoiieedue

I'on doit de fait extraire des racines, et la stakildans lesé&els n’est plus assge.
Euler le sait qui indique :

il pourroit arriver que quelques uns renfermeroient des tigirrationnelles, qui pour-
roient devenir imaginaire&

La critique de Gauss en 1799 sera imparable sur cette&dtertentative d’Euler de
sauver son point de vue, mais non sa terminologie, par unessipn formelle des
racines’® Nous avons suffisamment ingstur le fait qu’Euler lui-rBme donne voir
ses difficulés, et que le ton de son article est qu'il n’estime pas avaiinvent esolu
le cadre algbrique.

Retenons de la critique d’Euler par Foncenex le fait qu'l difficile de se
placer au-dessus des calculs, d’ebvmir I'issue sans avoia les effectuer. Or c’est
Euler qui pétendait pouvoir faire@couvrir “par le seul raisonnement” les faits dont on
a besoin, sans tout calculer. Mais son expression est hisrupl espoir qu'unesalite,
puisqu’il dit tenter de trouver ce raisonnement dans lecabilables, “afin de frayer
le chemin pour mettre en usage cénre raisonnement, lorsqué&djuation propase
sera d’un plus haut deggt.”* Cette fois il faut bien parler d’un style drien, avec le
jeu de I'exgerience sur les objets ma&matiques, publiquement to@s et retouras

69 uler, 1749, p.99.

70 e calcul est facile faire : il y a 2 — 1 coefficients indtermirés, y comprisi, pour 2 — 1 équations
provenant de l'identification aux coefficients du pdiyne unitaire de degr2".

"1Euler, 1749, p. 102.

72Euler, 1749, p. 101.

"3voir I'article 8 de la dissertation de Gauss, d'ailleurstiudans les ceuvres d’Eulérla suite de son
article.

74Euler, 1749, p. 97.
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dans tous les seris.

Le passagé& une autre ithode est donc justifipour de Foncenex. Il utilise
une autre combinatoire impliquant unecurrence, avec une cascadédgliations du
second degr. Elle avait d'ailleurs dja éte envisage par Euler, au nueno 5 de son
article,/% dans le cas du de@r6, nombre qui n’est pas une puissance de 2. Malheu-
reusement, I'analyse eréeral de ce€quations s’asre insuffisante pour assurer la
réalitt d'une racine, car tine encore des termes imaginaires neduitsa la forme
d’'un nombre complexe. Nous allons voir comment Lapla@mipere cette situation, et
ce sera 'occasion de parler d'un autre genre d’egpuattematique.

4. Comment rafler toute la mise, ou la rtetorique du suc@s par le genre de la
lecon

Laplace, contraint de donner des cours publics quelques ap®s la chute
de Robespierre, et survdllpar une Convention thermidorienne encore jacobine et
dont I'idéologie est devenue I'analytique d'un prégrintellectuel inéfini, choisit de
demontrer de fagon la plus concise possible é&otbme d’Euler’’ Il le fait exactement
dans les termes de facteuegls du second degpour un polybme de dedr pair. On a
vu que cette fagoBvitait les quantés imaginaires. On peut parler bidir sle rigueur,
mais c’est une qualification peu historique. Le style chpésiLaplace appartiedtun
genre : c'est celui de lalecon, et elle se ressent desssits de I'oral. L'analytique doit
s’entendre ! D’autant que la preuve fournie est @sungé de tout ce qui est vraiment
utile en algbre polynomiale. En termes de sociologie des scient®Bourdieu, on di-
rait que Laplace rafle toute la mise alique depuis Euler dans I'ex@odes quantits
imaginaires. C'est d'ailleurs ce que Lagrange rggtrois anaes plus tard, attribuant
I'id ée de Laplacé de Foncenex, qui nous l'avons vu, suivait EUfesi l'influence
d’Euler est iné@niable, la question n’en est pas moins de juger si 'a@alé ce der-
nier, par l'orientation d’une @thode vers les quart imaginaires issues des valeurs
des fonctions, est encoregsente chez Laplace. Un an epia g&monstration expée
par Laplace, Jean-Baptiste Labeyérscelle-ci dans la traduction fameuse qu'il fait de
I' Introductiod’Euler, forgeant ainsi une pdsité eubrienne chez Laplac®.Je péfere
en juger aujourd’hui en parlant du genre de la lecon.

753ean Dhombres, Sur un texte d’Euler relatifineéquation fonctionnelle : arciames, pdagogie et
style decriture,Sciences et techniques en Perspectioé 8, 1985, pp. 1-55.

"8Euler, 1749, p. 108.

7Lalecon de Laplace du 11 Germinal an Ill est agsitbliée en feuilles@pakes. Toutes les lecons de
I'Ecole normale de tous les professeurs s@utnies en plusieurs volumes en 1795, et une nougeliion
a lieu en 1800. Les lecons des seuls raathticiens sontéunies en unédition critique en 1992 (Jean
Dhombres €d.),L’Ecole normale de I'an Ill. Legons de mattnatiques, Laplace, Lagrange, Mondaris,
lutions in French Mathematics, 1800-184Birkhauser Verlag, Basel/Boston/Berlin, 3 vol., 1990 ; Jesper
Lotzen,The Prehistory of Distribution Theorgpringer Verlag, New York, Heidelberg, Berlin, 1982.

783oseph-Louis Lagrangdraité de la ©solution dequations nui@riques de tous les degg Paris,
1798, Z édition, 1808, Note I, A 16, p. 108.

"ntroductiona I'analyse infiniesimale, par Eonard Euler, trad. fr. et notes de J.B. LabPBwris, Barrois
I'ainé an IV (1796).
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Laplaceévite en effet d’entrer dans une quelconque discussionasoature
des quantéts imaginaires, et reste dans Enmsmntique polynomiale de ce que nous
avions appé la premere partie de I'article d’Euler. Il seébarrasse aussi des tares
des @&monstrations que de Foncenex avait su si bien relever chiez. B'oublions
pas les conditions de I'expesar Laplace qui doit appdtee enterement égag des
hésitations historiques. Ce qui ne veut pas dire qu'il saisstoire. C'est la rethode
analytique @e avec Descartes qui eséditee de sucgs, et c'est bien la gthode des
indétermirees de Descartes qui eslka base du texte d’Euler. Laplace en fait une legcon
et le commentaire qu'on peut en donndtrdit son style en le rythmant par I'his-
toire plus pécise et plus proche aussi. Ainsi de dire que Laplace rewigeu pés au
théoreme sous la forme prise par Euler, érape de voir que le toeme est devenu
equilibre, la parié repondant stylistiquement au second @eggs facteurs chereh.

Touteéquation d'un degdr pair esté@soluble en facteurgels du second defg?o

Chez Euler, il fallait diviser le polyime par deux, et du coup on avait lacessi de
prendre des de§s en puissances de 2. Bidém,de mot “resoluble” qui fait la rietorique
de la lecon de Laplace, a d’abord un sens purementémnatique, celui d'un produit
de facteurs. Il peut Bme sous-entendre lagurrence que Laplace @sablir, le premier
a agir ainsi pour ce roleme alors que les pecesseurs@tomposaient une situation
en cas de de@s successivement abdis8! La recurrence porte sur la puissance de 2
que contient le degm du polyrdmeP, soitn = 2Ks, ol s est un nombre entier impair.
Mais la encore, en la commentant ainsi, on casse I'effet de laldeoLaplace. Car
il ne parle pas deécurrence ou d’'induction. Il la fait. A cet&poque, on n'avait pas
formalist le principe d’induction. Il est difficile de ne pas penaame copie du style
d’Euclide dans la partie conclusive du texte de Laplace.

Toute équation du de@n = 2's a donc un facteuréel du deuxdme dege si toute
équation du de@mn = 21~1¢’ a un facteur semblable. Par l&me raison, toutéquation du
degén = 21— a un facteur&el du deuxéme degg si toutecquation du degmn = 21 —2s”

a un facteur semblable” étant un nombre impair. En continuant ainsi jusgliéquation
de degeé X, k étant impair,equation qui, comme on vient de le voir, agessairement un
facteur eel du deux@me degg, on voit, en eétrogradant, que toutgjuation du de@mn = 2s
a un facteu#? réel du deuxdme dege. Donc, toutéequation d’un degr pair a un facteur du
deuxeéme degg : en la divisant par ce facteur on aura une nou\aigation d’un degr pair,
qui aura elle-reme un facteuréel du deux@me degg, et en continuant ainsi oedomposera

I' equation entire en facteurseels du deuxime dege 83

Coquetterieepistmologique, dans cette conclusion absolument convaiachaplace
se garde de parler d'imaginaires et donc de leur nature. Mg voir des facteurs
réeels du second degrdonc le seul cadre de I'algre polynomiale &elle. N'est-ce
pas dire qu'il n’est concetque par les nombres complexes en tant gu'ils sont les

80 aplace, 1795, p. 79.

81Eyler avait bien mentiornau nunéro 76 de son article unécurrence, mais elle porte sur la forme des
racines.

82| aplace, ou le transcripteur de la legon, a omis de qualiéidacteur deéel.

83 aplace, 1795.
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imaginaires algbriques du second deégrdont la forme est uneegendance en deux
nombres éelles seulement ?

Aussi bien il y a deutapes dans l&currence. La preraie est celledi = 1,

et I'on doit montrer qu’un polydéme de ded¥ X, k impair, a un facteuréel du second
dege. S'il avait commeng aveci = 0, avec un polydme de dedr impair, il aurait
comme Euler mis eBvidence ledle tuélaire du tleoeme qui ne rélve pas du mode
démonstratif algbrique et qui assure qu’un tel pofme poséde au moins une racine
réelle. Mais la eécurrence doit porter sur les facteuegls du second degrC’est donc
bien avec le cas du deggk que Laplace commence. Avec tout ce quEgde, I'on sera
quand n&éme surpris de constater combien il est facile de suivre céthonstration
brillante. Mais n’est-ce pas cela une “lecon”?

Laplace ne peudviter les quantés imaginaires, ces quamst sans signe selon
Euler, et imposex ces imaginaires trois des @gations de I'arithrétique, I'addition
la soustraction et la multiplication, pour avoir les foocs synétriquesélémentaires
exprimeées par les coefficientgels du polyme. Ce sont donc les “lettrea; b, c, etc.,
pour reprendre I'expression utiéie par Euler. Laplace groupe par deux ces “lettres”, en
utilisant de plus un paragtre €el, noé m par Laplace, mais que je vais prendre comme
M pouréviter une confusion avec les racirged, c, etc. Il envisage les quaréga +
b + Mab. Ces imaginaires disparaissent augs#ious la forme du polydme Q qui
les a pour racines. Le dégiN de Q est le nombre possible de paires non ordmm
des racines, soiN = n(n — 1)/2, et lorsquen = 2k, N vaut k(2k — 1), qui est
toujours un nombre impair puisqlid’est par hypotise. Euler et de Foncenex avaient
utilisé la méme propiett combinatoire. Mais Laplace ne rencontre pas la diffecult
de ses pEdecesseurs, qui est d’assurer que les coefficients du polg®Q sont Eels.
Car cette galitt est ass@e par un thoeme di a Lagrange. Ce #foeme porte sur
les fonctions polynomiales syétriques den variables?® et les exprime comme une
fonction polynomiale &elle des fonctions syatriquesélementaires, c’esi-dire des
coefficients eels du polydmeP. Or les coefficients du polyime Q sont des fonctions
symétriques des racines du polydme P, d'ou la preuve de leuréalite. Aussi bien,
le polyndme el Q, parce qu'il est de de@rimpair, a au moins une racinealle. Donc
on peut choisig, etb, racines de? eta + b + Mab est une quané réelle. Puisqu’on
a pu faire ce choix pour tougel M, on a dfini une fonctionp de I'ensembile infini
des Eels dans I'ensemble fini des couples de racing3.deette fonction, compte tenu
de son domaine detghart et de son domaine d’are®, ne peuétre injective, de sorte
gue pour deux valeur défentesM et M’, mais pour le r@me couple de racineset
b, on aa la fois les quantitsa + b + M’abeta + b + Mab réelles. Ce qui donne les
quantiesa + b etab a leur tour eelles, donc la mise en facteur daPslu polyrbme
reelx? — (a+ b)x + ab. La preméreétape de laécurrence est acquise.

L' étape @rerale de lagcurrence, et nous I'avongg lue avec les mots @mes
de Laplace, est de passer du fait que t@geation du de@gn = 2'~1s’ a un facteur

84| e passage de pol@mesa une variable (objet du&oeme fondamental de I'atdpre)a des polydmes
de plusieurs variables (objet utifipar la @monstration de Lagrange) n'est pas lisibléépoque par un
méme vocabulaire. On parle de fonctions ergs pour le polydmea une variable, mais de fonction ration-
nelle pour un polyimea plusieurs variables.
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reel du second deg’ la méme prop@te pour le deggn = 2's. De la méme fagon
en groupant les racines par deux avec un pateenéel M, on passe d’'un polygme

P & un polyrdme Q, et le dege deQ est de la formen = 2 1<’ si le degé deP est

n = 2's. En interpétant les facteurseels du second degen termes de complexes,
cela revient dire avec I'existence d’'une@&me fonctionp, gu’il existe un couple de
racines pour lequel + b commeab sont complexes. Eresolvant dans les complexes
uneéquation du second dega coefficients complexes, on edduit quea et b sont
complexe$® Il suffit d’'une seule racine complexe. Car, si la racinest une racine
complexe noné&elle deP, qui est un polybme Eel, sa conjugee I'est aussi etak lors
on a bien un facteuéel du second degipourP. Mais si la racinea est Eelle, on a le
facteur(x — a) pour P et le polyrdome quotient, &el, est de de@rimpair. Ce qui assure
une autre racinecelle, les deux facteurs produisant un facté@et du second degr et
cette partie de laécurrence est termie.

Linvention de Laplace, avec 'usage désultat de Lagrange sur les fonctions
symétriques qui fournit sans calcul une pragiei de stabilié dans le corps deséels, est
la conception de la fonctiop pour laquelle aucun calcul n’est utile. Leetiieme s’en
déeduit presque d’'un coup. En France, cette preuve est typiqune lecon d’agegation.
Qu’est devenue pourtant notre question de I'aukadtiEuler sur Laplace ? Il nous faut
terminer par un retour sur Euler et son style.

5. Conclusion : le style eldrien

On a pu constater I'avantage d’'une mise en perspective éexridues d’expo-
sition sur les trois exemples choisis, Euler en 1749, de émecen 1761 et Laplace
en 1795, tous les trois autour de la question de la nature watiés imaginaires et
refusant I'appellation de quaré# impossibles. ®me s'il fallut accentuer un peu les
choses pour&hager le genre acanhique et le genre de la legon. Soustpkte détude
littéraire, on n'avait pa& omettre les enjeugpisemologiques, que ce soit avec la
rhétorique de l'insuffisance de I'addpre chez Euler qui n’en fait pas moins autyit
avec la rietorique de la difficult a s'€lever au dessus des calculs chez de Foncenex, ou
encore avec la @torique du “tout est dit qui devaétre dit” de la lecon de Laplace.

On peut revenir en conclusion sur la questiongeoen introduction d’une in-
suffisante analyse létaire des textes mamatiques, notamment ceuxégenés de
facon moins paradoxale quetative, comme lorsqu'’il s'agit des qua@stimaginaires.
D’autant que la langue des Luenes ne nous a pas haléa manier des paradoxes
sans les&soudre. On a bien lu au touglolt la éfinition que donnait d’Alembert des
guantiés imaginaires dansHhcyclojedie Cette Esolution est une forme d’autdgit
Quelle est au fond laésolution d’Euler ? Peltre alors n'a-t-on pas assez remarqu
gue, aks son introduction, Euler annoncait ses intentions dfagen probématique.

857'ai en fait simplifé la cemonstration de Laplace car il ne travaille pas avec leseadtunegquation
du second degra coefficients complexes. Aussi, fait-il intervenir un factdu second degra coefficients
complexes, en prend le conjuget doit assurer que le produit qui estret de degr 4 se factorise bien. Il
lui faut ensuite faire fond sur le #oreme de écomposition d’'unéquation de de@r4 en deux facteur&els
du second degr;, ce qu’Euler avait&ja monté dans son article de 1749.
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Elles étaient, nous I'avons vu, d'expliquer ce quimplique leare ceterminable
d’un calcul lorsque I'on consigte une fonction comme un calcul. Oggdqu’Euler a
énone les relations entre les racines imaginaires d'un giolye de dedgr n, c'esta-

dire donré lesn fonctions syrétriqueseléementaires, iécrit :

Donc puisque le nombre de cegaliés est =, les valeurs des lettres, 8, 7 ,...,v en
seront éciprogquementétermireess®

Le “donc” d'entée est l& a la meme prop@t# heuristique de calcul, 8galie du
nombre de donges au nombre de conditions les liant, et semi@énd la nature
algébrique de la d@termination des quanti$ imaginaires qui sont vigoureusement
réduitesa des “lettres”. Or la @termination ne pe@videmment pas signifier une forme
polynomiale de dpendance des racines aux coefficients, ne serait-ce qoe gae
cette assertion rendrait inutile I'article diaBis. Il y a une épendance, mais c’est la
nature analytique de celle-ci qui est en balance au longadtécle. Elle abouti@a la
forme fonctionnelle. Si I'on ne veut pas gommer I'effeétbrique de I'introduction
de ce texte, en le faisant passer pour une maladresseédtivain peu corésquent, si
on lui fait jouer jusqu’audle de signifier ce qu'il reste de “vague“ataphysique dans
une penée, force alors est de redonner une @stiylistiquea ce texte que nous avons
divisé en deux parties. On avait certes bien vu que la graamie faisait que gparer la
seconde. Mais le scholie final, introduit nous I'avons vuuyrae formulatiorétrange —
“soutenir sans balancer” —ésout la question de l&égendance pée en introduction.
La réponse est une question de nature : les q@nitihaginaires, aériques ou non,
dependent de deux paraines eels.

Elles sont toujours compéss de deux nombres dont I'un es¢l, et 'autre une quanét
réelle multiplee pary/—1.87

Tout ce long article en 124 nuamos concourt ce ésultat, qui peuétre consiéré
comme la fondation ontologique des complexes, ce que jigglagn introduction une
création. La voie d’'obtention n’est pas directe, mais une @tqiion de divers cal-
culs, algbriques ou non, plus ou moins Egientre eux, et qui forment faisceau. C'est
une floraison de points de vue qui se recoupent, ou se justéienns les autres, pour
aboutira la eduction de toutes les quagstimaginaires. Cette redondance est un style,
mais il est meé par une perée fixe qu'il subsiste un doute. S’il y a effervescence ana-
lytique, c’est bien gu’une seule voie n’est pas convairea@bomment se fait-il alors
que I'on ait pu parler d’'une &torique de I'autoré ? La critique n’est-elle pas venue
comme nous lI'avons vu par de Foncenex ? Mais on pourrait bigssimentionner La-
grange. L'autorié reside dans le fait d’avoir&lié le probéme de sa forme adfprique
(racines imaginaires des polymes) vers la form@& deux paramtres des imaginai-
res en gréral, consiérees comme valeurs de fonctions. léussite de la solution de
Laplace au moyen d’une fonction disant seulement wpeddance sans qu’un calcul
soit necessaire, justifie Euler, fonctionnellement pourraidor, et &dment de Fonce-
nex qui craignait la difficut de sélever au-dessus des calculs et le risque d’erreur.

86Euler, 1749, p. 80.
87)dem.
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La reussite de Laplace faittanmoins dispafte 'autoritt du texte d’Euler.
Mais pour une autre raison, typique de &mtarche ma#matique. Bsormais, la ques-
tion de la nature des imaginairétant esolue, il faut la poser autrement pour inventer
a nouveau. |l faut seabarrasser de la supposition ésienne de I'existence@me des
guantiés imaginaires, les oublier en quelque sorte, et cesseisdadadre pour des
fictions récessaires du calcul. Tel est effectivement le propos deFBiadrich Gauss,
guatre ans ags la preuve fournie par Laplace.
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