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J. Dhombres

RHÉTORIQUE ET ALG ÈBRE AU TEMPS DES LUMI ÈRES.

LA QUESTION DE LA NATURE DES QUANTIT ÉS

IMAGINAIRES SELON EULER, DAVIET DE FONCENEX, ET

LAPLACE

Abstract. As is the case for all authors, mathematicians are using rhetorical methods in order
to present their results, and they are not afraid of doing so.However, using an oxymoron is
not usual, but the case existed with the expression “imaginary quantities”. The purpose of
this paper is to look at the way three mathematicians during theeighteenth century, Euler, de
Foncenex and Laplace, avoided the other expression “impossible quantities” while providing
proofs to the so-called fundamental theorem of algebra. Thistheorem cannot be proven
purely in algebra, and requires, as we know, some result from analysis on the real line. We
thus may distinguish a rhetorical form about the insufficiency of algebra, the rhetorical form
of an academic paper, and the rhetorical form of success. Another purpose is to show that
this kind of rhetorical analysis helps understanding the nature of proofs involved.

Sous le titre de “rh́etorique et alg̀ebre”, je m’int́eressèa un th̀eme qui aét́e
façonńe par la langue, et a tout autantét́e un enjeu de pouvoir des mots et des signes
sur les id́ees aussi bien que sur les objets mathématiques. Je m’intéresse en effet̀a l’ex-
pression de “quantité imaginaire”, moins bien datée qu’on ne le pense géńeralement
puisque Descartes, l’inventeur du mot “imaginaire”, expliquait d’embĺee que cet ad-
jectif ne pouvait qualifier une quantité. Il devenait difficile de faire en mathématiques
un substantif du mot “imaginaire”. Ainsi, l’intrusion d’unvocabulaire paradoxal pour
qualifier la liaison entre “quantité” et “imaginaire” dans l’alg̀ebre, alors entendue
comme l’art analytique par excellence et la voie même des Modernes, ne pouvait qu’in-
terpeller Condillac, le grand simplificateur de la pensée des Lumìeres, et le contemp-
teur d’un quelconque surplomb idéal. Le r̂ole que Condillac allouait au signe porteur de
l’analogie devait faire paraı̂tre toute invention comme facile, et le génie comméetant
à la port́ee de tous. Pourtant, lui-m̂eme renonçàa expliquer les quantités imaginaires
dans son ouvrage, laLangue des calculs, qui fut publíe de façon posthume pour le
béńefice imagińe d’une nouvelléecole analytique dans une république nouvelle.1 Cet
échec de Condillac ne tient-il pasà ce que l’expression de “quantité imaginaire” s’ac-
compagna de l’affirmation qu’elle se caractérisait comme n’ayant pas de signe ? L’effet
du double sens du mot “signe” a persisté, puisque Alan Sokal a malicieusement parlé
de la complexit́e des imaginaires, “branche nouvelle et encore spéculative de la phy-
sique math́ematique”,2 dans son article en faux-semblant qui a déclench́e la question
des impostures de littéraires, de philosophes, et de scientifiques aussi, utilisant sans

1Condillac,La Langue des calculs, édition posthume, Paris, Imp. C. Houel, an VI ;édition critique
du texte paru dans les œuvres complètes de Condillac, 1798, texteétabli par Anne-Marie Chouillet, notes
de Sylvain Auroux, Presses universitaires de Lille, Lille,1981 ; Jean Dhombres, La langue des calculs, ou
comment propager les Lumières,Sciences et Techniques en Perspective, 2, 1982/1983, pp. 197-230.

2Alan Sokal, Jean Bricmont,Impostures intellectuelles, Ed. Odile Jacob, Paris, 1997, p. 236n.
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vergogne les hardes langagières de la science.

Par une sorte de rétroversion, me voilà arr̂et́e à mon tour ! N’est-il pas requis
en histoire des sciences, et lorsque de rhétorique il est question ou plus géńeralement
d’organisation litt́eraire des textes, de s’armer d’une foule de références justificatives
dans les “sciences littéraires” ? Au-del̀a du pamphlet de Sokal, c’est encore un effet
pervers de la vieille coupure des deux cultures décrite par C.P. Snow juste dans l’après
seconde guerre mondiale, que soit assumée une position bien retranchée in scientific
practice itself, where words refer unproblematically and scientific rhetoric reproduces
uncluttered inferential reasonning.3 La rigueur scientifique serait devenue naı̈vet́e, ou
prétention intenable, sinon idéologie spontańee. Ainsi donc se justifie Peter Dear dans
l’introduction d’un ouvragèa plusieurs voix, sorti en 1991, et où d’entŕee de jeu s’ac-
cumulent les ŕeférences explicitement entendues comme un extérieurà la science pour
mieux la dire. Le texte qui construit cette externalité consent cependant, dans une note
involontairement ironique,̀a ce que les scientifiques ne soient pas toujours extérieurs
à leur propres productions :Reflective self-awareness by scientists certainly exists,of
course.4 Le “bien ŝur” s’applique-t-il aux math́ematiciens qui, depuis Euclide jusqu’à
Bourbaki, sont d’une extrême rigueur,̀a la façon des pòetes, sur les procédures sty-
listiques, et accordent toujours une grande importanceà la langue,̀a son histoire, et
à son organisation, et il suffirait de citer Poincaré, Hardy, ou Vìete. Il est vrai que la
langueétait mise au service de leurs intér̂ets de connaissance. Telle est d’ailleurs la
raison pour laquelle l’expression de “quantité imaginaire” n’est pas anecdotique. Elle
obligeaà penser l’insuffisance algébrique des nombres réels, et pŕepara sans pouvoir le
deviner le champ des nombres complexes comme clôture alǵebrique des ŕeels. Est-ce
bien alors l’effet rh́etorique du paradoxe quiétait cherch́e initialement dans “quantité
imaginaire” ? Je priviĺegie plut̂ot l’aspect cŕeatif du mot “imaginaire”, et son rôle non
moins rh́etorique, comme je n’aurais aucune réticenceà parler d’un effet baroque du
mot chez Descartes. Mais ce n’est pas ici mon propos.5

Revenant en effet aux reproches de Peter Dear sur l’écriture de l’histoire des
sciences, je suis surpris qu’il n’évoque pas les histoires des mathématiques, celles
d’hier ou d’aujourd’hui, qui argumentent souvent sinon toujours sur la syntaxe comme
sur la śemantique des mathématiciens. Ceux-ci sontétudíes, il est vrai, en cherchant ce
qui fut invent́e. La littérature est donc riche des discussions sur les mots, rapport, pro-
portion, analogie, diff́erentielle, fonction, espace, courbe, etc. N’est-ce pas d’ailleurs
sur des comportements textuels mathématiques que Gilles-Gaston Granger a dévelopṕe
unePhilosophie du style?6 Le philosophe n’aborde pourtant les imaginaires que pour
une seule des id́ees que ces quantités ont aid́eeà faire surgir, et parle de “style vecto-

3Peter Dear,The Literay Structure of Scientific Argument. Historical Studies, University of Pennsylvania
Press, 1991, p. 5.

4Idem.
5L’ étude, mise sous le nom d’ingenium, des imaginations chez Descartes,étude qui pourrait servir

pour celle des imaginaires cartésiennes dont je préviens que je ne m’occupe pas ici, a fait l’objet d’un très
intéressant travail de synthèse par Michel Fichant, republié comme premier chapitre dans une réunion de
divers articles,Science et ḿetaphysique dans Descartes et Leibniz, PUF, Paris, 1998.

6Gilles-Gaston Granger,Essai d’une philosophie du style, édition revue et corriǵee, Ed. Odile Jacob,
Paris, 1988.



Rhétorique et alg̀ebre au temps des lumières 275

riel” avec les quaternions. Un style est une réussite lorsque les mots consonnent avec
les th́eories math́ematiques qu’ils servent, et l’on ne parle donc pas d’un style des ima-
ginaires. Dans le cas de l’algèbre du temps des Lumières, si se pose sérieusement la
question des quantités imaginaires, comme le prouve l’œuvre de Condillac, c’estbien
que l’expression n’entraı̂nait aucune convenance. Mais l’expression rappelle la très an-
cienne question des nombres irrationnels, dont bien des historiens disent qu’elle est
la cause majeure de la grandeur mathématique grecque. Justement, œuvre d’un philo-
sophe sur les mathématiques et leurs signes ou symboles, laLangue des Calculsen
argumentant que seule l’algèbreétait une “langue bien faite”, a pu créer le pŕesuppośe
lu ci-dessus d’un exil volontaire des scientifiques de touterhétorique.

C’est sans doute la raison pour laquelle Marc Fumaroli, il y adéjà quelques
anńees, a voulu d́ebusquer chez l’analytique Descartesécrivant leDiscours de la
méthodeles traces d’une rh́etorique7 que les math́ematiciens connaissaient depuis long-
temps en lisant le m̂eme Descarteśecrivant laGéoḿetrie comme un essai appuyant
le Discours de la ḿethode. Tous avaient reconnu qu’il jouait en rhétoricien de sa
résolution analytique du problème de Pappus pour donnerà voir sa ḿethode. Tous
avaient not́e l’emploi d’un “je” péremptoire pour l’introduction de la ḿethode des co-
ordonńees (“Premìerement je suppose la chose comme déjà faite, et pour me d́emêler
de la confusion de toutes ces lignes...”,8) et not́e son appel au lecteurà la façon d’un
acteur du th́eâtre napolitain (“Et ainsi vous voyez...”9). Tous les math́ematiciens savent
qu’en inventant l’expression “imaginaire”, Descartes a créé, et que sa réussite est celle
d’un concept, mais comme en potentialité, ou en attente de mieux. Le mot reste encore
emploýe aujourd’hui, en concurrence du mot “complexe” qui a la préférence. C’est
que le nouveau mot achève ce quíetait mis en pŕeparation sous l’expression de “quan-
tité imaginaire”. Le nouveau mot provient d’une autre création, mais elle est̀a la suite
même de celle d’imaginaire. C’est cette création et sa présentation par quelques textes
qui fait l’objet de la pŕesentéetude, non la pŕeparation rh́etorique de Descartes.10

Détruisant tout effet du mot̀a l’époque m̂eme des Lumìeres, mais usant du jeu
rhétorique de la surprise par la concision, d’Alembert définissait les quantités imagi-
naires dans l’Encycloṕediecommeétant les “racines paires des quantités ńegatives”.
Dans cette d́efinition òu joue la parit́e, nous ne nous retrouvons guère aujourd’hui.11

Mais son comp̀ere litt́eraire dans l’entreprise encyclopédique, Denis Diderot, cette fois
dans une des feuilles de l’arbre illustré encycloṕedique, avait d́efini négativement les ef-
fets de la rh́etorique. Il l’entendait comme “l’art d’appliquer et d’adresser les pŕeceptes

7Marc Fumaroli, Ego scriptor. Rhétorique et philosophie dans leDiscours de la ḿethode in
Problématique duDiscours de la ḿethodeet desEssais, Vrin, Paris, 1988, Voir aussi, Thomas A. Carr,
Descartes and the Resilience of Rhetoric, Southern Illinois University Press, Carbondale,1990.

8Reńe Descartes,La géoḿetrie, in Œuvres de Descartes, Vrin éditions, Paris, 1996, p. 310 de l’édition
originale de 1637.

9Idem, p. 312.
10Dans un livre court, et qui fait remarquablement le tour des démonstrations du th́eor̀eme fondamental de

l’algèbre, le mot “imaginaire” est associé seulement̀a “imaginary unit” (i =
√

−1), et un nombre imaginaire
est celui de la formeiy, pour un ŕeely 6= 0 (Benjamin Fine, Gerhard Rosenberg,The Fundamental Theorem
of Algebra, Springer Verlag, 1997, p. 10).

11Entŕee “Imaginaire”, mot justement limité à sa valeur d’adjectif, signée du (0) de d’Alembert dans
l’ Encycloṕedie.
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de la raisoǹa l’imagination et de les rendre si frappans pour elle que la volont́e et les
désirs en soient affectés”. Les imaginaires cartésiennes — et je les désigne quand m̂eme
comme un substantif parce que les démonstrations du temps des Lumièresévoqúees
plus loin l’exigeront —, auraient peut-être selon cette remarque de Diderot le défaut
d’affecter le d́esir des math́ematiciens de les réduire. De les ŕeduire pourtant̀a moins
que les complexes̀a la façon de d’Alembert s’exprimant dans l’Encycloṕedie. D’un
pirouette toutefois, Diderot se reprend : “la fin ou le but de la rh́etorique est de remplir
l’imagination d’idées et d’images vives qui puissent aider la nature sans l’accabler”. Je
tente alors de voir ces idées et ces images venir secourir la nature d’abord algébrique
des imaginaires cartésiennes, pouŕetendre leur nature vers l’analyse, et non la res-
treindre comme on l’entend trop souvent aux seuls complexes.12 Une fois l’analyse
fondée, il devint possible de perdre la mémoire des imaginaires, pour ne garder que les
complexes. Ce n’est pourtant pas non plus cette perte de mémoire que je vaiśetudier
ici par le biais de la rh́etorique des math́ematiciens : je pŕefère, surtout pour des raisons
de place, n’envisager que la voie triomphale des imaginaires pendant les Lumières, et
leur sortie du carcan algébrique par les preuves successives de ce que l’on a appelé le
“théor̀eme fondamental de l’algèbre”. Car la d́enomination est un peu par dérision, un
effet rh́etorique certain, puisque toute preuve de ce théor̀eme sortait du domaine propre
de l’algèbre polynomiale.

Peter Dear a cependant raison de rappeler qu’il existe uneérudite et dynamique
tradition d’́etudes formelles des textes, dont les historiens des sciences peuvent ignorer
les productions ŕecentes, qui les aideraient pourtantà revisiter un dossier aussi parcouru
que celui des quantités imaginaires, et̀a ne pas ŕeduire leur emploi au cheminement vers
les nombres complexes entendus comme simple extension du champ de l’oṕeration de
la racine carŕee.13 Par ignorance, des aspects de l’analyse littéraire ont́et́e trop ńegligés
jusqu’ici en histoire des mathématiques. Ainsi du classement des textes par genres,
classement entendu non comme une différenciation de styles, mais comme réponses
à la triple question que l’on doit avoir d’emblée facèa un texte : qui s’adressèa qui,
d’où, et pourquoi ? Ce n’est que récemment que l’on a considéŕe lesElémentsd’Eu-
clide comme le genre dutext-book, et je pŕefère ne pas dire le genre du manuel. Car il
faudrait d’une part y ajouter la connotation scolaire, et d’autre part́eliminer du manuel
l’id ée d’unvade mecumprofessionnel d’une discipline.14 Euclide est donc cemagis-
ter qui parle d’une science au parfait, mais ce ne veut pas dire qu’elle recouvre toute
la science math́ematique. Ońetudie cette science contenue dans lesElémentsau titre
d’un chef d’œuvre de la pensée humaine, susceptible comme d’autres chefs d’œuvre,

12Je ne m’int́eresse donc pas icià l’approche póetique, ou “rh́etorique profonde” selon le mot de Fernand
Hallyn dansLes structures rh́etoriques de la science(Paris, Seuil, 2004), et il explore ainsi remarquablement
la formation des représentations. Il me semble en effet que cette façon de prendre,non encore faite pour
les imaginaires, irait beaucoup mieux pourétudier la repŕesentation ǵeoḿetrique de ces quantités. Ce que je
n’entreprends pas ici.

13Mais encore faut-il fournir̀a ces historiens des références, et un peu moins de références d’historiens
des sciences jouant aux apprentis littéraires. On se souvient trop des historiens des sciences jouant aux
apprentis sociologues, et se gardant tant de citer des sources de sociologie que d’appliquer les méthodes de
cette discipline, comme Pierre Bourdieu le fit comprendre dans ses dernìeres leçons au Collège de France
(La science de la science et réflexivit́e, Raisons d’agir Editions, Paris, 2002).

14Les Eĺements d’Euclide, trad. fr. Bernard Vitrac, vol. 1, PUF, Paris, 1990.
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de commentaires scolaires d’appréciation, d’interpŕetation ou de ŕeorganisation. Ces
commentaires sont par nature conservateurs, en ce sens qu’aucune intrusion de concep-
tions nouvelles n’est possible. Ainsi ce genre dutext-book, d’ailleurs largement expurgé
pour faire une bonne partie duquadrivium, ne pouvait recevoir l’alg̀ebre, pour laquelle
il fallut trouver de nouveaux moyens d’expression.15 Le genre universitaire pouvait
encore moins recevoir les quantités imaginaires. Faut-il pour autant parler d’un genre
algébrique en ce qu’il serait le refuge des fictions mathématiques dont les imaginaires
deviendraient le paradigme ? Dans sesRéflexions sur la ḿetaphysique du calcul infi-
nitésimal, livre sorti en 1797̀a peu pr̀es en m̂eme temps que laLangue des Calculs,
Lazare Carnot pensait la mathématique comme créatrice de fictions, alors que le calcul
proprement dit avait comme justification de leséliminer.16 Au moins, chacun convien-
dra qu’avant l’́ecriture alǵebrique un texte mathématique pouvait̂etre lu par tout un
chacun sachant lire. Aujourd’hui encore, il est impossiblede publier dans un journal
quotidien l’́ecriture d’un polyn̂ome ! Mais si on peut communément parler des imagi-
naires, et Sokal l’a ironiquement montré, c’est bien que l’on pressent qu’il y a là bien
plus qu’un jeu de mots, et sinon une invention, du moins la préparation de celle-ci.

Il y a effectivement des effets de séparation disciplinaire créés par les genres
litt éraires, mais pour aborder par ce biais notre sujet limité sur les quantités imaginaires
au temps des Lumières, l’́etude doitêtre orient́ee vers cette forme de rhétorique qui
use des genres au sein même des textes mathématiques. Ainsi, le passageà l’écriture
algébrique peut apparaı̂tre, à certains moments, comme jouant le rôle d’une figure en
géoḿetrie, un positionnement et une relaxation pour l’esprit qui a d’un coup tout une
situation pŕesentèa l’œil. C’est un des moyens utilisés par Descartes pour, pourrait-on
dire plus commuńementà propos de l’effet rh́etorique, “faire passer l’alg̀ebre”. Elle
n’avait pas droit de cit́e dans la math́ematique officielle d’alors, c’est-à-dire dans la
math́ematique enseignéeà l’Universit́e. Descartes va jusqu’à inśerer des formules au
sein m̂eme d’une phrase, indisposant les usagers de la langue claire qu’il manie si
bien, ou encore dispose spatialement les expressions polynomiales pour respecter les
opérations de multiplication des coefficients. On a eu tendance, autrefois,̀a consid́erer
ces façons comme une naı̈vet́e, ou un d́ebut maladroit d’une alg̀ebre qui cherchait sa
forme, et on les a m̂eme suppriḿees de bien des rééditions. Le proćed́e, si on le prend
à la façon d’une rh́etorique, a des analogiesà celui de Stendhal dans laVie de Henry
Brulard, qui ins̀ere toutes sortes de dessins remplaçant quelquefois l’écriture qui se
dit même incapable de mieux. Est-ce cette intrusion d’un autre langage qui donne la
raison pour laquelle l’ouvrage ne fut pas publié du vivant de Stendhal ? L’expression
des quantit́es imaginaires ne manifeste-t-elle pas de même l’insuffisance d’une forme
d’algèbre, donc aussi sa délimitation suivant le crit̀ere de l’emploi ou non des imagi-
naires ? On aura bien, au XXe siècle, la constitution d’une algèbre ŕeelle, mais il y eut

15On pourrait de m̂eme consid́erer comme un genre littéraire les ouvrages degeometria practica, les
arithmétiques commerciales, mais aussi laProthomathesisde Oronce Fińe du premier tiers du XVIe siècle.
Dans la mesure, pour ce dernier ouvrage, où les sciences duquadriviumse trouvent ŕeorganiśees, avec ap-
ports nouveaux comme la cartographie et disparition de la musique, et òu la nouvelle disponibilit́e par l’im-
primerie cŕeaitde factoun nouveau curriculum, dispensantéventuellement des cours oraux de l’Université,
s’adressant ainsià un nouveau public.

16Jean et Nicole Dhombres,Lazare Carnot, Fayard, Paris, 1998, chap. XX.
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au XVIIIe siècle une th́eorie ŕeelle de l’́elimination qui en avait l’allure et que nous
n’appŕecions plus gùere. Au contraire, l’expression de quantité imaginaire exprime-
t-elle la capacit́e de l’alg̀ebreà s’́etendreà des symboles “impossibles”, qui en de-
viennent la marque distinctive ? Là s’effectue une d́emarcation tr̀es nette au cours des
Lumières : il y a les auteurs qui emploient presque systématiquement l’expression de
“quantit́es imaginaires”, et ceux qui préfèrent celle des “quantités impossibles”, òu joue
l’effet de paradoxe que nous avons largement retiré à l’expression de quantité imagi-
naire pour la faire apparaı̂tre comme une création. John Playfair en 1778, dans un assez
long article, ne prononce pas une seule fois le mot “imaginaire”. Il joue du paradoxe de
l’impossibilité pour distinguer la ǵeoḿetrie, science sans controverse, de l’algèbre. On
comprend la douloureuse surprise causée par les ǵeoḿetries non euclidiennes ! Mais
restons avec Playfair quiénonce, sans gêne aucune, et si longtemps avant les auteurs
réunis par Peter Dear, un effetépist́emologique de distinction par la langue et je mo-
dernise un peu la traduction, pour mieux faire saisir le sensde l’original.

The cause of this diversity, in sciences which have the same object, must no doubt be

sought for in the different modes which they employ to express our ideas.17

La raison de cette polysémie dans des sciences qui ont le même objet peut, sans doute

aucun,̂etre recherch́ee dans les diff́erentes modalités que ces sciences utilisent pour exprimer

nos id́ees.

Si l’affirmation littéraire de genres distinctsétablit des frontìeres, peut-̂etre provisoires,
entre les domaines mathématiques, elle permet paradoxalement d’attribuer une place
à de nouveaux domaines comme l’algèbre et ses divisions. Les différents domaines
en effet sont moins concernés les uns par les autres, mais alors ce sont les fonctions
dévolues̀a ces domaines bien distingués qui deviennent l’objet de discours, introductifs
ou conclusifs, largement organisés par du litt́eraire. Tout se passe alors, mais sur le plan
rhétorique, comme si les mathématiciens avaient externalisé la rh́etorique, l’avait mise
textuellement au-delà des frontìeres du cœur mathématique qu’est la d́emonstration.18

Ce n’est encore pas un tel exemple que je veux donner avec l’étude des preuves de la
factorisation ŕeelle des polyn̂omes au XVIIIe siècle, qui sont le biais par lequel les
imaginaires furent domptées. Car c’est un travail interne que je veux lire dans ces
preuves, dont le but́etait d’exprimer la nature des quantités imaginaires en en faisant
disparâıtre le sens, sans que pour autant l’expression devenue rhétorique de quantités
impossibles soit ŕeintroduite. C’est cette rhétorique interne, si je peux me permettre,
que je veux examiner dans quelque textes de la mathématique des Lumières.

A cette analyse des fonctions interne et externe de la classification en genres
litt éraires, il faut adjoindre les ḿethodes non moins littéraires de la ŕeception des textes.
Je veux tenir tout particulièrement compte du pouvoir de résolution accord́e à certains
textes math́ematiques. Cetteauctoritas, qui n’a pas grand chosèa voir avec le nombre
des ventes d’un ouvrage, donne un caractère de ńecessit́e à la śeparation des domaines

17John Playfair, On the Arithmetic of Impossible Quantities,Phil. Trans. Royal Soc. London, 68, 1738,
pp. 318-343.

18La mise en parallèle de pŕefaces̀a des ouvrages scientifiques est un exercice littéraire particulìerement
riche pour l’histoire des sciences et j’y ai consacré deux anńees de śeminaires̀a l’Ecole des hauteśetudes en
sciences sociales.
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math́ematiques. On doit parler d’une rhétorique de l’autorit́e qui oriente l’histoire des
math́ematiques.19 J’entends l’analyser sur l’exemple de travaux sur la naturedes quan-
tités imaginaires. L’autorité ne consiste pas̀a ŕeduire la nature des quantités imaginaires
à une seule “impossibilité”, celle d’un nombre dont le carré est ńegatif :

√
−1. On a

certes lu la d́efinition donńee par d’Alembert dans l’Encycloṕedie. Le nombre com-
plexe est cependant bien plus, non seulement une forme avec l’ écriturea + b

√
−1 que

l’on peut dire vectorielle car elle est basée sur une ind́ependance, mais un objet inter-
venant “naturellement” dans les fonctions de l’analyse. Lalangue enregistre ce succès,
puisque les quantités imaginaires se disent comme les variables complexes,a+b

√
−1,

lesquelles comprennent par l’écriture m̂eme les ŕeels(b = 0), alors que longtemps les
imaginaires les excluaient. L’expression de fonction de lavariable imaginaire, ou de
champ imaginaire, est la preuve d’une démarche tr̀es large, bien au-delà de la question
algébriqueà laquelle on ŕeduit beaucoup trop les imaginaires.

J’ai choisi trois textes seulement pourévoquer les formes rhétoriques utiliśees
pour exprimer la nature des imaginaires lorsque le nom de “quantit́es imaginaires”́etait
préféŕe. Le premier est un texte de Leonhard Euler,écrit en 1749, dont je veux mani-
fester la rh́etorique du doute. Il devient pourtant un texte d’autorité au sens que je viens
de dire. Le deuxìeme texte publíe dix ans plus tard est de Pierre-Marie-François Daviet
de Foncenex, et je détermine au final le genre commeétant de critique académique. En
dernier lieu, je donne un texte de Laplace de 1795, où la preuve fournie est convain-
cante aujourd’hui encore, convaincante aussi si l’on juge par le type de rigueur d́esigńe
par l’auteur lui-m̂eme.

1. La rhétorique de l’insuffisance de l’alg̀ebre d’alors fait la nécessit́e des fonc-
tions pour l’ étude des quantit́es imaginaires.

Le mot “quantit́e” est bien math́ematique, et il est venu remplacer au moment de
l’algèbre en Europe l’antique vocabulaire de grandeur issu d’Euclide, alors que l’adjec-
tif “imaginaire” est d’origine litt́eraire, et̀a peine philosophique, sinon par dérision.20

Pourtant, c’est Reńe Descartes qui utilise le premier en 1637, dans laGéoḿetrie, l’ex-
pression de “racines imaginaires”, et opposition est aussitôt faite aux “racines ŕeelles”.
S’il tient à dire “qu’il n’y a quelquefois aucune quantité, qui correspondèa celles
qu’on imagine”, le pli fut bient̂ot pris de parler de “quantités ŕeelles”, qui est tout
autant un oxymore pour la tradition mathématique que l’habitude qui devint celle des
“quantit́es imaginaires”. Descartes définit pourtant sans ambiguı̈té les quantit́es ŕeelles
comme rapports de longueurs géoḿetriques, les dotant d’un signe pour les besoins des
équations. Mais la “nature” des quantités imaginaires chez Descartes ne sauraitêtre

19Ce type d’́etude sur ce qui fait l’autorité, au besoin par la force de l’habitude, aét́e initialisé par Edward
Grant, Aristotelianism and the Longevity of the Medieval World View, History of Science, 16, 1978, pp. 93-
106.

20L’immense litt́erature philosophique sur l’imaginaire et l’imagination, note toujours le peu d’estime
pour cette notion chez les scolastiques ouà l’âge classique, et la nouveauté qu’ouvre l’Encycloṕedie de
Diderot, hissant l’imagination au niveau de la raison et de lamémoire parmi les facultés principales de
l’entendement, mais la réduisant aussìa la seule póesie. VoirDiscours pŕeliminaire de l’Encycloṕedie, éd. F.
Picavet, Vrin reprise, Paris, 1984.
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évoqúee, puisque ces quantités sont des fictions en vue de l’algèbre.21 Elles sont des-
tinéesà permettre la factorisation de l’écriture de tout polyn̂ome. C’est exactement
ce qu’́ecrit encore Leonhard Euler dans un article publié en 1751, utilisant le verbe
“concevoir” en ŕeférence au verbe “imaginer” de Descartes.22 Il commence dans son
titre par se restreindre au vocabulaire des “racines imaginaires”, mais d̀es la deuxìeme
page, il parle de “quantités imaginaires”. La surprise est qu’il tientà les d́efinir par
l’absence d’ordre sur ces quantités. Elles sont des quantités qui n’ont pas de signe.23

Signe est ici entendu au sens algébrique de + ou -, que j’écris bien ŝur avec des signes,
mais de façon rh́etorique ces quantités sont sanśecriture possiblea priori. La forme
complexe, au contraire, est uneécriture, mais elle ne pourvoit pourtant pas un signe
algébrique, et c’est pour cela qu’elle est dite “impossible”. C’est le seul endroit du
texte d’Euler òu cet adjectif intervient.

On nomme quantité imaginaire, celle qui n’est ni plus grande que zéro, ni plus petite que

zéro, ni égaleà źero ; ce sera donc quelque chose d’impossible, comme par exemple
√

−1,

ou en ǵeńerala + b
√

−1 ; puisqu’une telle quantité n’est ni positive, ni ńegative, ni źero.24

Peut-̂etre l’absence de signe signalée par Euler est-elle un critère d’erreur ! Ce serait
une pierre de touche, un moyen de détruirea priori tout argument touchant des imagi-
naires quíevoquerait un signe. Nous allons surprendre Euler se trompant sur ce point
même. Mais lisons Euler pour constater qu’il reste beaucoup de langage ordinaire au-
tour de l’́ecriture alǵebrique.

Nous concevons donc, que de quelque degré que soit l’́equation propośee

xn + Axn−1 + Bxn−2 + Cxn−3 + ... + N = 0,

elle puisse toujourŝetre repŕesent́ee par une telle forme

(x + α)(x + β)(x + γ )(x + δ)...(x + ν),

où le nombre de ces facteurs simples soit =n.25

Les A, B, C, etc., sont des quantités ŕeelles. Bien entendu, Euler ajoute des propriét́es
concernant les quantités imaginaires, que je préfère dire en plus alǵebriques, puisqu’il
suppose seulement qu’on peut les multiplier et additionner, de sorte que l’on dispose
des fameuses relations combinatoires nées avec l’alg̀ebre moderne comme on les voit
déjà chez François Vièteà la fin du XVIe siècle, qui n’h́esite pas̀a parler de raisonne-
mentsélégants derrìere cette belle observation.26

21Descartes n’a rien contre le mot “nature”, et son discours second dans laGéoḿetrieest intituĺe : “de la
nature des courbes”.

22Reńe Descartes,La géoḿetrie, op. cit., p. 380.
23Leonhard Euler, Recherches sur les racines imaginaires deséquations,Mém. Acad. Sc. Berlin, 5,

(1749), 1751, p. 222-288 ;Leonhardi Euleri Opera Omnia, I, 6, Commentationes algebraicae, pp. 78-147,
p. 79. Cette ŕeférence sera notée : Euler, 1749, p. 79. Voir, Christian Gilain, Sur l’histoire du th́eor̀eme
fondamental de l’alg̀ebre : th́eorie deśequations et calcul intégral,Arch. Hist. Ex. Sc., 42, n◦ 2, 1991, pp.
91-136.

24Euler, 1749, p. 79.
25Euler, 1749, p. 79.
26Conclusion deDe emendatione Aequationum, in Vietae Opera Mathematica, Leyden, 1646. On trouve

une histoire des fonctions symétriquesélémentaires dans Jackie Stedall,The Greate Invention of Algebra :
Thomas Harriot’s Treatise on Equation, Oxford University Press, 2003. On notera qu’en prenant desfac-
teurs de la forme(x + α), Euler se d́ebarrasse de signesà mettre alternativement devant les coefficients du
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A=à la somme de ces quantités,α, β, γ , δ, ...,ν,

B=à la somme de tous leurs produits de deuxà deux,

C=à la somme de leurs produits de troisà trois,

D=à la somme de leurs produits de quatreà quatre,

et enfin

N=au produit de toutes ensemble,αβγ δ...ν. 27

Dans cette conception algébrique les quantités ŕeelles sont des cas particuliers des
quantit́es imaginaires, et il y a là un paradoxe logique, usuel en mathématiques. Il
tient ici au maintien du mot “quantité” dans les quantités imaginaires. Cette position,
une posture d’autorité cart́esienne, restera immuable au XVIIIe siècle, sauf sa dernière
anńee, avec la pŕesentation de la th̀ese de Gauss. Si pour ces quantités imaginaires
algébriques, Euler entend régler la question de leur nature, ilévite pourtant cette termi-
nologie. Le texte suivant l’illustre.

On dit donc que toutéequation, ne pouvantêtre ŕesolue en des facteurs simples réels, a

toujours des facteurs réels du second degré. Cependant personne,à ce que je sache, n’a encore

démontŕe assez rigoureusement la vérité de ce sentiment ; je tâcherai donc d’en donner une

démonstration, qui ne soit assujettieà aucune exception.28

Euler maintient la śemantique de l’alg̀ebre des seuls polynômes, d’ailleurs appelés des
équations, pour bien rappeler que l’on cherche des solutions “utiles” qui, a priori, ne
sauraient s’avouer̂etre des quantités imaginaires non réelles. Aussi, on ne lira d’abord
que des “facteurs réels du second degré”, donc des imaginaires algébriques du second
degŕe, ce que l’on va appeler des nombres complexes, mais qui pourEuler seront au fi-
nal les imaginaires tout court. Cette façon sera suivie parune ligńee de math́ematiciens,
qui presque tous ne pourront néanmoinśeviter l’intervention des imaginaires dans les
raisonnements, et d’imaginaires non réduitsà la forme complexe. Gauss au final sera
le premierà ŕecuser cette “hypocrisie”.

Euler29 en 1749 parle avec l’autorité d’un acad́emicien des sciences excep-
tionnel qui lance apparemment un programme de recherche de factorisation polyno-
miale :30 il fait r éférenceà la tradition alǵebrique cart́esienne, et la ǵeńeralit́e est

polynôme pour exprimer les fonctions symétriquesélémentaires. C’est qu’il prépare un r̂ole fonctionnel de
ces coefficients, que trouvera Lagrange, comme on le dira plus loin enétudiant la d́emonstration de Laplace.

27Euler, 1749, p. 80.
28Euler, 1749, p. 81.
29Comme si la production du penseur seule comptait, en dehors des remarques nombreuses il est vrai

dans lesOpera Omnia, il n’existe gùere de biographies d’Euler, leséloges acad́emiques du XVIIIe siècle
paraissant suffire.

30Depuis les travaux de Imre Lakatos, la notion de programme de recherche semble aller de soi, car elle
focalise sur une ḿethode en vue d’une invention (Histoire et ḿethodologie des sciences, programmes de re-
cherche et reconstruction, trad. fr. C. Malamoud, J.F. Spitz sous la dir. Luce Giard, PUF, Paris, 1994). Alors
qu’elle manque selon moi d’épaisseur historique. La lui donner serait presque considérer un programme de
recherche comme un genre littéraire, utiliśe par un scientifique pour se placer faceà ses pairs, mais aussià
ses patrons. En fait, me semble-t-il, l’intér̂et d’un programme de recherche est d’installer dans la pratique
math́ematique, et en particulier dans la pratique d’écriture des math́ematiques, cette part d’idées floues et
néanmoins esquissées, une pulsion sans doute. Mais l’idée est assez différente alors de la dialectique des
“proofs and refutations”. André Weil parle admirablement d’une “ḿetaphysique” comme ensemble d’ana-
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double. Il faut obtenir un ŕesultat de factorisation pour tout polynôme ; il faut une
démonstration sans exception. Si Euler cache pour le moment le fait que Jean d’Alem-
bert ait fait un effort semblable au sien, d’ailleurs publié dans le m̂eme recueil
acad́emique que l’article d’Euler,31 une anńee plus t̂ot, c’est qu’il consid̀ere que le
texte de d’Alembert ne relève pas du domaine de l’algèbre : “il a emploíe dans sa
démonstration des quantités infiniment petites”.32 Euler usera de m̂eme de l’emploi
de quantit́es imaginaires comme signe d’un au-delà de l’alg̀ebre vers lequel il entend
entrâıner son lecteur. Mais Euler a la ruse de dire qu’il n’a rien contre les quantit́es
infiniment petites, et que son propos est seulement de séparation des ḿethodes et des
genres. Ce n’est qu’une rhétorique pour montrer que la séparation des domaines est
peu convaincante.

De fait, d’Alembert avait montŕe que toute imaginaire algébrique, “quelque
compliqúee qu’elle soit, est toujours réductibleà la formeM + N

√
1”.33 D’Alem-

bert était parvenùa une question de nature, et parN = 0, la nature de quantité ŕeelle
devenait plus ǵeńeralement incluse dans celle des imaginaires. Alors qu’Euler reste
d’abord dans la seule sémantique des polynômes, et de leurs factorisations, qui par le
vocabulaire permet une distinction de nature entre imaginaires et ŕeels. Autrement dit,
et si l’on classe par les objets en cause, d’Alembert travaille avec une fonction polyno-
miale, donc avec une courbe qui dispose d’une réalit́e par elle-m̂eme, alors qu’Euler se
cantonnerait̀a l’objet alǵebrique polyn̂ome. C’est pour signifier cette division que j’ai
adopt́e le langage des quantités imaginaires alǵebriques, mais je vais devoir justement
m’en d́ebarrasser bientôt.

En effet, on avait souvent́etendu le geste ordonnateur de Descartesà d’autres
objets que les polyn̂omes, et perdant l’ordre,́evoqúe des quantit́es imaginaires aussi
bien pour des expressions pouvant s’écrire par une formule, mais ne pouvant objecti-
vement recevoir une signification directe, ainsi du logarithme des nombres négatifs, ou
pour des expressions facilesà écrire en tant que signes, mais pour lesquels il restaità
trouver un sens, comme une exponentielle complexeà base complexe :

(a + b
√

−1)(c+d
√

−1).

C’est finalement̀a propos des exponentielles qu’Euler fait comprendre le pour-
quoi de son article, et la structure qu’il lui donne. Il n’utilise pas la rh́etorique du
genre alǵebrique, mais celle de l’utilité. Il le fait sous la forme d’un d́enigrement
de l’algèbre polynomiale pure. La connaissance des imaginaires algébriques ne sau-
rait “avoir aucune utilit́e”34 en alg̀ebre polynomiale considéŕee comme servant̀a la

logies vagues, mais voilà qu’il rompt avec la śemantique du “programme de recherche”, puisqu’il avoue
l’ennui qui survient une fois que le flou s’efface par l’écrit objectif de la th́eorie en jeu (Andŕe Weil, De la
métaphysique aux mathématiques,Œuvres scientifiques/Scientific Works, Springer Verlag, New York, Hei-
delberg, Berlin, t. 2, p. 408).

31Jean d’Alembert, Recherches sur le calcul intégral,Mémoires de l’Acad́emie des sciences de Berlin, 2
(1746), 1748.

32Euler, 1749, p. 114.
33Euler, 1749, p. 114.
34Euler, 1749, p. 80.
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géoḿetrie, puisque les racines ainsi obtenues ne donnent pas de solution. Mais “l’Ana-
lyse des infinis” use de ces racines pour classer les intégrales des fractions rationnelles
aboutissant̀a des “logarithmes imaginaires” que l’on sait réduireà des expressions
réelles. Autant donc aborder directement ces quantités imaginaires, au moins celles
qui proviennent des logarithmes et des exponentielles, bref des “oṕerations transcen-
dantes”, ou au moins celles des transcendantes qui sont “connues”.

Or pour lever ce doute, je ferai voir que toutes les opérations transcendantes qui sont

connues, n’́ecartent point les quantités imaginaires qu’elles produisent, de la forme marquée

(M +
√

−1).35

C’est donc dans ce que l’on peut voir comme la deuxième partie du texte d’Euler que le
point de vue de d’Alembert est rejoint, et la restrictionà la factorisation ŕeelle du d́ebut,
comme d́elimitation d’un genre alǵebrique, est un leurre. Pourquoi ne pas le voir plutôt
comme forme rh́etorique, qu’il serait facile de nommer dans le répertoire litt́eraire ?
La question imḿediate est celle de son utilité. Est-il voulu que la deuxième partie
ne se comprenne que par le succès de la première, celle consacrée aux imaginaires
algébriques, et̀a l’algèbre polynomiale ? Mais est-ce bien Euler qui dit le succès, ou
le récit qu’en donnent les historiens des mathématiques ? Pourquoi ne pas comprendre
que le relatif insucc̀es de la première partie, aux yeux d’Euler lui-m̂eme, est la cause
de l’existence de la seconde ? Euler pourrait-il ne pasêtre fid̀ele à son manuel de pu-
blication tr̀es ŕecente, l’Introductio in analysin infinitorumsorti à Lausanne en 1748,
où il n’est pas fait de diff́erence de traitement, ni donc de nature, entre les fonctions
algébriques et les fonctions transcendantes, connues ouà connâıtre. Autre point de vue
encore, la division en deux parties de son article par Euler ne signifie-t-elle pas que
l’algèbre “finie”, celle des polyn̂omes, a une autonomie de méthode ?

Je crois que ce serait parler un peu trop vite, et le discours de Leonhard Euler
offre des subtilit́es que la forme rh́etorique utiliśee permet de d́eceler. Car je ne lis pas
Euler contre Euler, pour le débusquer, mais en prenant au sérieux ses moyens d’expo-
sition. Autant la deuxìeme partie du texte du B̂alois est annonćee avec autorité comme
sûre (“je ferai voir”), autant la première partie reste un programme (“je tâcherai donc
d’en donner une d́emonstration”). En sorte que l’Analyse des infinis apparaı̂t plus fa-
cile que l’alg̀ebre des quantités finies. C’est que les problèmes ne sont pas les mêmes.
Avec l’analyse des infinis, on règle la nature des opérations transcendantes, c’est-à-dire
que l’on s’int́eresse aux fonctions et aux objets imaginaires qu’elles créent automati-
quement. D’òu la ǵeńeralit́e de la conclusion :

Nous pouvons soutenir sans balancer, que géńeralement toutes les quantités imaginaires,
quelque compliqúees qu’elles puissentêtre, sont toujours réductibles̀a la forme

M + N
√

−1.9

La question de la nature des imaginaires est donc posée de façon ǵeńerale. Qu’est-ce
qu’une quantit́e imaginaire en ǵeńeral, sinon le ŕesultat d’une expression fonctionnelle
appliqúee à une variable. Si l’on reste avec l’algèbre polynomiale, il y a des diffi-
cultés, donc ńecessit́e d’un plus grand d́eploiement d’astuce mathématique, parce que

35Euler, 1749, pp. 121-122.
9Euler, 1749, p. 147.
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l’on ne peut exprimer alǵebriquement la d́ependance des quantités imaginaires dites
algébriques̀a partir des coefficients du polynôme qui les fait nâıtre comme racines. Eu-
ler ne doute pas qu’il y ait en cause des fonctions, mais leur expression analytique est
inabordable. Il tentera néanmoins une preuve “fonctionnelle” de la forme géńerale des
imaginaires alǵebriques dans la seconde partie (“il est pourtant certain que cette for-
mule sera composée de plusieurs signes radicaux”, et il les compose tous pourmain-
tenir la stabilit́e dans le champ des complexes36). Cette d́emonstration d’Euler nous
inquiète encore aujourd’hui. La ḿethode fonctionnelle a pu conduireà des d́esastres.37

L’autorité du texte d’Euler ne tient-il pas préciśement au fait qu’il sait tenir la corde
assez raide, tout en restant suggestif dans la partie la plusalgébrique ? Mais si la forme
donńeeà une fonction est celle d’une série entìere, la ḿethode fonctionnelle est gou-
vernable, et en particulier il y a stabilité de l’oṕeration “fonction” dans ce que nous
appelons le champ complexe, qui est ouvert par l’autorité d’Euler gr̂aceà l’énonće
préćedent. On dira que cette autorité doit se mesurer aussi par les citations de son
œuvre, et sa postérité : les histoires des mathématiques l’attestent pour le temps des
Lumières, puis manifestent une remise en doute pour la période d’apr̀es, pas autrement
caract́eriśee sinon par l’expression bizarre de temps de la rigueur qui correspondrait
au positivisme si l’on est philosophe ou au romantisme si l’on est litt́eraire. La cita-
tion d’Euler la plus fŕequente est sa formuleécrite dans l’Introductioqui donne le sens
d’une fonction exponentielle imaginaire(ei θ = cosθ +

√
−1 sinθ). C’est cette for-

mule qui fait passer l’imaginaire algébrique en analyse des fonctions. On comprend
que ceci bloque Condillac, pour lequel, selon la remarquable description qu’en fait
Ernst Cassirer, “l’esprit ne crée rien, n’invente rien ; il ŕep̀ete et combine”. Dans tout
cela l’esprit n’a affaire qu’̀a lui-même età ses “simples id́ees”.38 Je mets au d́efi de
montrer que l’exponentielle imaginaire, et je garde volontiers le vocabulaire d’Euler,
soit une “combinaison”.

La technique d’Euler, dans la première partie, d́eploie certes des effets algébri-
ques de factorisation et exploite la méthode cart́esienne des ind́etermińees, mais elle est
fondamentalement et comme nécessairement passageà la fonction polyn̂ome et on re-
tient surtout le mot “fonction”. A ce titre, l’́etude des signes, positif ou négatif, devient
majeure. C’est alors dans l’étude d’un signe qu’Euler commet une erreur. Cette er-
reur, qui est une confusion entre le signe moins et la négativit́e,39 n’est-elle pas comme
annonćee par la pŕecaution d’Euler de ne pasévoquer de signe dès lors que des ima-
ginaires sont en cause ? La construction du texte d’Euler parâıt bien plus compliqúee
qu’une simple division en deux parties, avec des retours constantsà l’algébrique des

36Euler, 1749, p. 120.
37Jean Dhombres, Quelques aspects deséquations fonctionnelles liésà l’évolution du concept de fonc-

tion, Arch. Hist. Exact Sciences, vol. 36, n◦ 2, 1986, pp. 91-181 ; Jean Dhombres, Un texte d’Euler sur les
fonctions continues et discontinues, véritable programme de l’analyse au XVIIIe siècle,Cahier du Śeminaire
d’histoire des math́ematiques, 1987, t. 7, pp. 35-115 avec la trad. fr. de Leonhard Euler, Deusu functionum
discontinuarum in Analysi,Novi Comm. Acad. Sc. Petrop., 11, 1765, pp. 3-27 ; Jean Dhombres, Michel Pen-
sivy, Esprit de rigueur et présentation math́ematique au XVIIIe siècle : le cas d’une d́emonstration d’Aepinus,
Hist. Math., 115, 1987, pp. 9-31 ; G. Ferraro, Functions, functional relations and the laws of continuity in
Euler,Hist. Math., 27, 2000, pp. 107-132.

38Ernst Cassirer,La philosophie des Lumières,trad. fr. Pierre Quillet, Fayard, Paris, 1966, p. 58.
39Voir André-Jean Glìere,Les nombres ńegatifs depuis d’Alembert, thèse, EHESS,̀a soutenir, 2007.
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polynômes, et comme un jeu d’exemples.40 Nous verrons mieux l’erreur parce qu’elle
est qualifíee dans un autre article qui permet la délimitation d’un autre genre littéraire,
le genre acad́emique.

Le titre choisi par Euler est donc trompeur si l’on en juge parcette orientation
finale : “recherches sur les racines imaginaires deséquations”. L’alg̀ebre polynomiale
est bien d́epasśee, les ŕeels sont inclus dans les imaginaires, et ceux-ci, pas seulement
les imaginaires alǵebriques, ont la forme des complexes. Cette orientation fit autorité.
Les raisonnements d’Euler sur les opérations successives sur une fonction font pour-
tant partie de ce que j’ai qualifié, à l’occasion de ses démonstrations de la formule du
binôme de Newton, de préjuǵe fonctionnel.41 C’est celui-ci, et non l’orientation vers
les fonctions, qui est donc soumisà critique, et puisque le travail d’Euler aét́e publíe à
l’Académie des sciences et belles lettres de Berlin, c’està la tr̀es jeune Acad́emie des
sciences de Turin qu’une réponse fut donńee une dizaine d’années plus tard.

2. Le genre acad́emique et la tentation scolastique

On rencontre si souvent des quantités imaginaires dans les expressions algébriques qu’il

seroità souhaiter qu’on se fut attaché à en examiner avec plus de soin la nature et l’origine.42

Ainsi débute un article publié aux Commentaires de l’Académie de Turin en 1759 et en
son premier nuḿero, par le chevalier Daviet de Foncenex, sujet piémontais ńe à Tho-
non. La tournure de cette introduction, avec l’emploi d’un conditionnel, ass̀ene l’in-
souciancéepist́emologique des savants préćedents. Mais c’est pour mieux préparer la

40Il convient maintenant de donner les lignes de structure de cet article d’Euler en 124 nuḿeros. Au
début il n’y a que deśequations polynomiales de degrés en puissances de 2 successives car il s’agit de
diviser ceséquations en deux parties, et l’ordre du calcul conduità l’énonće du nuḿero 49 : la ŕesolution
de tout tel polyn̂ome ŕeel en facteurs réels du premier ou du deuxième degŕe. Mais il est suivi d’unéetude
de l’équation de degré 6, qui n’est pas une puissance de 2, et pourtant un cas particulier sans importance
notable puisque le th́eor̀eme d̀es qu’il est prouv́e pour un certain degré, l’est pour les degrés inf́erieurs.
Une autre ḿethode est inventée, et ce sera celle reprise par de Foncenex, avec l’étude directe des facteurs
réels du second degré dans un polyn̂ome. Dix nuḿeros exploitent cette piste, et si Euler s’excuse de cette
redondance, c’est qu’il pourrait y avoir doute sur la géńeralit́e de la premìere ḿethode. Obtenir autrement
le conforte, m̂eme si cet autrement est aussi sujetà doute. Au nuḿero 60, le passage est fait du théor̀eme
à la forme des imaginaires enM + N

√
−1, et tout aussit̂ot la ŕeciproque est envisagée. Si l’on dispose en

effet de la forme des imaginaires, le théor̀eme du nuḿero 49 est acquis. D’òu une nouvelle piste portant sur
les complexes, qui sont montrés comme constituant un corps, et dont on peut prendre des racines de tous
les ordres entiers. Ce qui, par revirement, induit au numéro 76, une “nouvelle d́emonstration” du th́eor̀eme
du nuḿero 49, en consid́erant que toutes les racines imaginaires se réduisent̀a des extractions de racines
successives portant sur les coefficients. Le numéro suivant est une tout autre démonstration, par récurrence,
à partir d’une formea priori des racines d’un polyn̂ome de degŕe n comme sommes de racines n-èmes des
racines d’un polyn̂ome de degŕe n − 1. Au nuḿero suivant, le nuḿero 78, le passage est effectué de la
premìere partièa la seconde, puisque l’on passe de l’algèbre au transcendant des fonctions logarithmes ou
trigonoḿetriques, et jusque dans les méthodes puisque le calcul différentiel est sollicit́e : les valeurs de ces
fonctions sont montŕees complexes. La fin de l’article n’est qu’une longue exploitation de ce ŕesultat.

41Jean Dhombres, Les préjuǵes d’Euler dans l’emploi de la ḿethode fonctionnelle,Revue d’Histoire des
sciences, XL/2, 1987, pp. 179-202.

42Daviet de Foncenex, Ŕeflexions sur les quantités imaginaires,Miscellanea philosophico-Mathematica
Societatis Privatae Taurinensis, t. 1, 1759, pp. 113-146, p. 113. Cet article sera désormais ŕeférenće par
Foncenex, 1759.
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correction de l’auteur, qui n’en convient pas moins qu’une histoire doitêtre repenśee, et
l’origine de ces quantités rectifíee. Ce n’est pas latabula rasasur les imaginaires, mais
une rectification. L’auteur,̂aǵe d’un peu plus de vingt cinq ans, poursuit au conditionnel
sur le th̀eme du r̀eglement des controverses : il suggère qu’une bonne analyse des ques-
tions en cause les auraitévitées. Il n’emploie pas le mot “algèbre” pour d́elimiter son
sujet, et fixer le lieu de la controverse sur les symboles dontle sens n’est paśevident. Il
use d’une expression bien plus intéressante, celle d’un “calcul”, pour suggérer moins
un domaine qu’une façon de faire des mathématiques.

Ces recherches auroientét́e d’un grand secours dans toutes les parties des mathématiques

qu’on traite par le calcul, & on auroitévité par l̀a beaucoup de paradoxes, & de contradictions

dans une Science qui en devroitêtre entíerement exempte.43

Le conditionnel final, une jolie clause rhétorique, impose une critique des thèses
math́ematiques pŕećedentes, et appelle aussi l’inscription dans une lignée. Bient̂ot, l’ar-
ticle “Equation” de l’Encycloṕedie, sigńe d’Alembert, “òu l’on trouvera des ŕeflexions
neuves et int́eressantes”, est dûment écart́e, “matìere étrang̀ere à mon sujet”. Mais
quelques pages plus loin apparaı̂t le nom d’Euler, qui a produit une “excellente pièce...
sur cette matìere dans les Ḿemoires de l’Acad́emie royale de Prusse de l’année 1749”.44

Le travail d’Euler portait, nous l’avons vu, au-delà des imaginaires algébriques, et Da-
viet de Foncenex vise aussi bien un “calcul”. Effectivement, presque au final de cet ar-
ticle d’une trentaine de pages, où l’on aura beaucoup parlé du logarithme des nombres
négatifs, il est constaté que les “formules alǵebriques”, et il faut entendre seulement
le calcul, “appliqúeesà des cas qu’elles ne peuvent exprimer rendent imaginaires &
absurdes des expressions qui doiventêtre ŕeelles par la nature m̂eme du probl̀eme” qui
les a convoqúees. Le lien de l’absurdèa l’imaginaire semble d́ecourager, mais c’est un
effet de langue. Puisqu’est corrigible

cet inconv̀enient dans l’alg̀ebre qu’on ne puisse pas toujours trouver des formules géńerales

qui puissent s’appliquer̀a toutes les circonstances de la question, mais il sera toujours afs̀es

facile de reconnâıtre les cas qui ne peuventêtre expriḿes par ceśequations, & on pourra les

corriger par un proćed́e semblablèa celui, dont je me suis servi.45

A ce moment du texte apparaı̂t le nom de Lagrange, puissance tutélaireà Turin, et pour-
tant de deux ans le cadet de Daviet de Foncenex. Lagrange signe Louis de Lagrange
une longue note en théorie de la gravitation, portant sur un aspect “absurde et contra-
dictoire” du calcul int́egral, la valeur diff́erente dira-t-on bientôt du laplacien, selon
que l’on se trouvèa l’intérieur d’une masse sphérique, sur son bord, oùa l’extérieur.
La conclusion de Lagrange va excellemment dans le sens du calcul comme justificatif
des paradoxes.

Au reste, les Ǵeom̀etres ne sont pluśetrangers̀a ces sortes de paradoxe, si on peut les

nommer ainsi. (Car je n’y vois que des conséquences toutes naturelles des suppositions qu’on

43Foncenex, 1759, p. 113.
44Foncenex, 1759, p. 116.
45Foncenex, 1759, p. 143. J’ai seulement corrigé deux verbes, car il estécrit “puissent” en premier, mais

c’est sans doute une interversion lors de la correction desépreuves avec le “puisse” qui vient une ligne après.
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a fait (sic) dans le calcul).46

Dernier feu, l’article de Daviet de Foncenex termine ce qu’il désigneà l’instar de son
titre comme des “ŕeflexions”, par la d́emonstration simple de stabilité dans les com-
plexes de l’exponentielle complexe, que d’Alembert et Euler avaient d́ejà fournie. Le
proćed́e analytique utiliśe fait l’analyse des fonctions.

Ainsi le compte rendu litt́eraire de cet article de Foncenex le range dans le genre
de l’article acad́emique, nouveau genre savant né avec les Acad́emies des sciences de
Londres et de Paris dans le dernier tiers du XVIIe siècle, avec une affiliation affirḿee
d’une ligńee d’auteurs vivants dûment ŕeférenćes, des jugements très nets sur d’autres,
et un professionnalisme sans faute. Cet article aét́e lu par un censeur, et sans doute cor-
rigé pour qu’il suive la bonne norme académique. Ce censeur est sans aucun doute La-
grange, dont nous venons de voir l’intervention. Le respectdes influences est si grand
dans cet article que l’auteur fait mention d’un texte datantdu 1748, de R.P. Le Seur,
professeur au Collège Romain et́editeur commentateur avec Jacquier desPrincipia de
Newton. C’est que les propriét́es combinatoires, mises en jeu chez Euler, sont déjà ef-
fectivement pŕesentes chez Le Seur.47 Le commentaire de Daviet de Foncenex est que
l’on y trouve “d’ailleurs une excellente conduite des calculs”.48 Effet de rh́etorique,
cet environnement permetà l’auteur d’assurer qu’il s’occupe d’une affaire importante
et d’un “théor̀eme fameux”.49 N’est-ce pas aussi se prémunir contre une accusation
de travailler sur des objets, les imaginaires, qui n’ont pasdroit de cit́e en v́eritable
algèbre ? C’est aussi la raison pour laquelle l’auteur parle surun ton d’́egalit́e. Voilà
l’effet de la libert́e acad́emique, alors m̂eme que Foncenex n’est pas académicien, mais
cadet de l’Ecole d’Artillerie de Turin. Ce titre ne figure pasdans l’ouvrage académique.
Un peu ḿeduśes, des lecteurs français penseront que le nom de Foncenex n’ était qu’un
pseudonyme utiliśe par Lagrange selon une des vieilles astuces de la république des
Lettres.

Pourtant sur certains aspects, cet article correspond mieux aux usages de l’Uni-
versit́e qu’̀a ceux de l’Acad́emie, et quelque chose dans le ton littéraire diff̀ere de l’ar-
ticle d’Euler. Certes, selon l’ordre académique qui est d’abord professionnel, l’article
est technique, illisible par un non mathématicien. Mais la pŕetention en est́eminemment
philosophique, au sens d’une philosophie des mathématiques, et il faut aussi tenir
compte du nom du recueil qui reçoit l’article :Miscellanea philosophico-Mathematica.
La philosophie n’avait pas̀a proprement parler sa place, du moinsà l’Académie des
sciences de Paris. En fait preuve l’argumentaire suivant, car il est écrit dans un style
dogmatique, quasiment comme un syllogismeà partir d’une “nature”a priori dont on
pensait par l’introduction de l’article qu’il s’agissait pourtant de la d́efinir sur de nou-
velles bases.

Si l’on réfléchit sur la nature des racines imaginaires, qui comme on sait impliquent

contradiction entre les données, on concevráevidemment qu’elles ne doivent point avoir de

46Foncenex, 1759, p. 144, note.
47Thomas Le Seur,Mémoire sur le calcul int́egral, Rome, Ed. Pagliarini, 1748.
48Foncenex, 1759, p. 122.
49Foncenex, 1759, p. 115.
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construction Ǵeoḿetrique possible, puisqu’il n’est point de maniére de les consid́erer, qui

lève la contradiction qui se trouve entres les données immuables par elles-mêmes.50

A Paris, une dizaine d’années plus t̂ot, on avait lu sous la signature de Buffon des
phrases de ce genre,à propos d’alg̀ebre, faisant appelà des arguments “ḿetaphysiques”
sur la nature indivisible d’une loi de la nature. La métaphysique en jeu pourrait mieux
se dire scolastique, et peut-être la qualification “universitaire” vaudrait tout autant. Ce
fut effectivement une exceptioǹa l’Académie de Paris, et le secrétaire perṕetuel publia
quelques pages, parce qu’il y avait eu une vive et courte querelle avec Clairaut, et
que celui-ci ridiculisait les arguments de Buffon. Le plus notable est que Clairaut les
excluait comme arguments scolastiques, irrecevables dansl’enceinte acad́emique.51

Le ridicule du dogmatisme de Foncenex sera manifestement bien plus difficile
à surgir, et le livre de Jean-Robert Argand de 1806, qui réussità repŕesenter ǵeoḿetri-
quement les complexes, et en déduire la ŕeduction des imaginaires algébriques aux
nombres complexes, n’aura aucun impact académique. C’est un autre milieu qui le
prendra en charge, le milieu des enseignants de mathématiques, dans leur nouveau rôle
devenu important dans la formation puisque dans les lycées le latin venant d’être mis
en équivalence aux mathématiques. De sorte qu’un autre genre littéraire se cŕee, non
pas la poursuite du genre du manuel, mais le guide du professeur. Il y aura donc un
mélange de formalismes didactiques et de variantes, de propositions curieuses, mais
aussi de discussions sur leséquilibresà tenir dans les classes entre les domaines, l’ana-
lyse se cherchant une place en filiation de l’algèbre, la ǵeoḿetrie se divisant en divers
secteurs, selon le recours ou non faità l’algèbre et̀a l’analyse, etc..52 Ces discussions ne
pouvaient apparaı̂tre dans les manuelsà proprement parler, car ceux-ciétaient destińes
aux élèves, et on ne pouvait laisser percer ainsi des doutes. Il s’agit donc d’une autre
histoire, qui pourrait bien̂etre dite par unéetude un peu fine du vocabulaire des articles
d’Argand. Il invente le mot “module”, qui va rester pour les quantit́es imaginaires qui
deviennent seulement des nombres complexes, et tout le mouvement de l’article d’Eu-
ler est ańeanti. Maisà faire cette analyse, nous quitterions le temps des Lumières pour
celui de la Ŕevolution et de ses suites, où un nouveau r̂ole pour le savant estétabli, et
donc une rh́etorique toute diff́erente de l’utilit́e, notamment professorale.

Revenons donc̀a Foncenex, dont la forme figée par le dogmatisme pour les
constructions ǵeoḿetriques avec les quantités imaginaires, peut provenir d’une lec-
ture trop śerieuse de la rh́etorique de l’utilit́e qu’Euler avait esquissée pour justifier
le passage de la première partie de son articlèa la seconde. C’était le passage des

50Foncenex, 1759, p. 122. J’ai laissé l’orthographe impossible, “entres”, façon de signaler que l’on ne
peut pas trop chercherà tirer parti de subtilit́es de langage.

51Le piquant de l’histoire, et cela met assezà mal l’opposition que les historiens font entre cartésiens
algébristes et newtoniens de la nouvelle philosophie naturelle, est que Buffon voulait d́efendre le dogme de
l’attraction newtonienne, contre la proposition de Clairaut d’une loi seulement approchée (Jean Dhombres,
The mathematics implied in the laws of nature and realism, or the role of functions around 1750, in Paolo
Cerrai, Paolo Freguglia, Claudio Pellegrini (ed),The Application of Mathematics to the Science of Nature.
Critical moments and Aspects, Kluwer Academic, 2002, pp. 207-222).

52Jean Dhombres, Mario H. Otero, LesAnnnales de math́ematiques pures et appliquées, le journal d’un
homme seul au profit d’une communauté enseignante, in E. Ausejo, M. Hormigón,Messengers of Mathema-
tics, Madrid, 1993, pp. 1-53.
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imaginaires alǵebriques aux imaginaires géńerales, passage qui conduisait toutefois
à une ŕeduction drastique de toutes les imaginaires aux seuls nombres complexes, et
donc à un d́enigrement d’une sṕecificité de traitement des fonctions algébriques sur
les fonctions transcendantes, entendues comme fonctions géńerales ŕesumant l’id́ee de
dépendance sous l’expression analytique.53 Mais la scolastique de Daviet de Fonce-
nex sur ce point́etait peut-̂etre le gage donńe pour qu’il s’accompagne d’une critique
épist́emologique śerieuse, sinon radicale, du travail d’Euler. En effet, en faisant passer
ce qui restait d’impossible dans la notion d’imaginaireà l’impossibilit́e d’une construc-
tion géoḿetrique, de Foncenex est libéŕe de la preuve d’Euler elle-m̂eme, restant bien
sous son autorité quant̀a l’orientation de la recherche des valeurs imaginaires desfonc-
tions en ǵeńeral. Le proćed́e rh́etorique est alors très fort, particulìerement favoriśe par
un langage poliće de la civilit́e acad́emique54 puisque la d́emonstration de l’impasse de
la voie qui est choisie par Euler, justifie l’utilité d’une d́emonstration sur la nature des
quantit́es imaginaires sur une tout autre base.

Cette circonstance, sans laquelle le théor̀eme ci-dessus perd toute sa force, me paroı̂t

ass̀es difficile à d́emontrer [...] la difficult́e que j’ai trouv́e à les d́eduire ǵeńeralement des

coéficients de l’́equation propośee m’a fait abandonner cette recherche, pour examiner si

indépendamment des Principes que Mr Euler avoit déjà établi, on ne pourroit point d́emontrer

la proposition en question.55

Il devient alors difficile de soutenir cette constante de l’historiographie classique sur les
math́ematiques du temps des Lumières d́epourvues d’interrogationśepist́emologiques
et entrâınées par un allant analytique inventif, qui ne serait stabilisé que par le rigorisme
d’esprits d’abord isoĺes comme Cauchy au début du XIXe siècle. Heureusement, des
études plus ŕecenteśetablissent le sens philosophique que bien des mathématiciens
des Lumìeres donnent̀a leur travail, notamment Lagrange, dont il n’est pas inutile de
dire à nouveau qu’il est celui qui a introduit l’article de Foncenex à l’Académie de
Turin,56 mais aussi bien Euler dont l’autorité est du m̂eme ordre. Examinons la forme
de la critique d’Euler par de Foncenex, en remarquant d’emblée qu’elle tient en deux

53Jean Dhombres, Une conception architecturale de mathématiques : la śeparation des variables chez
Pfaff, in Patricia Radelet-de Grave, Edoardo Benvenuto (éd.), Between Mathematics and Architecture,
Birkhäuser, Basel, 1995, pp. 178-203 ; Christian Gilain,op.cit., note 23 ; Judith Grabiner,The Origins of
Cauchy’s Rigorous Calculus, MIT Press, Cambridge, 1981.

54Un langage direct consisteraità dire : le th́eor̀eme de Mr. Euler est faux. Ce langage direct peutêtre tenu
dans une Acad́emie, notamment dans les rapports officiels sur les documents adresśesà l’Académie, et on
l’a vu à propos de la querelle Buffon-Clairaut. Mais il s’agit ici d’algèbre probĺematique, et Euler lui-m̂eme
a ŕediǵe son article de façoǹa laisser voir ses doutes. Ceci dit, soixante dix ans plus tard, Abel se contentera
de dire qu’un th́eor̀eme faux de Cauchy “souffre d’une exception”. La “civilité acad́emique” a fait l’objet de
nombreuseśetudes, aussi bien pour la Royal Society que pour l’Académie des sciences de Paris, mais il n’y
a pas eu d’́etudes litt́eraires sur les formeśecrites de cette civilit́e, la pŕeférence ayant́et́e donńee aux́eloges
qui forment un genre particulier, mais particulièrement stable dans l’histoire de l’Académie.

55Foncenex, 1759, p. 118. J’omets des “sic” dans cette citation.
56Une biographie de Lagrange peutêtre consult́ee dans leDictionary of Scientific Biography; Craig

Fraser, Joseph-Louis Lagrange algebraic vision of the Calculus,Hist. Math., 14, 1987, pp. 38-53 ; Christian
Houzel, Jean-Louis Ovaert, Pierre Raymond, Jean-Louis Sansuc, Philosophie et calcul de l’infini, Paris,
Maspero, 1976 ; Marco Panza,La forma della quantit̀a. Analisi algebraica e analisi superiore : il problema
dell’unità della matematica dell’illuminismo, Cahier d’Histoire et de Philosophie des sciences, Paris, 1992,
n◦ 38-39.
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courtes pages,57 alors que dans son article, de Foncenex s’étend longuement et avec
mollesse sur le logarithme des quantités ńegatives. Se d́egage de ces deux seules pages
un genre particulier d’écriture des math́ematiques, une exhibitiońepist́emologique au
sein des math́ematiques. Il s’agit ńeanmoins de dire ce qui est véritablement en jeu.

3. Rendre compte de la difficult́e de s’́elever au-dessus des calculs

D’abord, et c’est un acte ostentatoire, de Foncenex résume ce qu’Euler a fait, en
reprenant son vocabulaire, et en introduisant seulement quelques mots pour souligner
les points cruciaux qui seront ensuite critiqués. Euler áetabli,à partir des racines ima-
ginaires d’un polyn̂ome unitaire58 P de degŕe 2n, dont il s’agit de montrer qu’il est fac-
torisable, unéequation polynomiale enu. Il convient de montrer qu’elle a des racines
réels. La factorisation est en deux polynômes de degré 2n−1, écrits avec des coefficients
indétermińes en nombre 2n −1. Il s’agit de les calculer tous̀a partir de l’un seul d’entre
eux, not́e u. Le dernier terme du polyn̂ome enu ordonńe par puissances décroissantes
est un produit en nombre impair d’expressions de la forme−p2, où p désigne une
racine imaginaire. Appelons lea, écrit donc sous la formea = −p2p

′2p
′′2... . L’im-

parit́e provient d’un calcul combinatoire sur le nombre de combinaisons possibles de
2n−1 éléments choisis parmi 2n, qui est le produit de 2 par un nombre impairk, selon
la démonstration indiscutable et facile fournie par Euler.59 Et le degŕe de l’́equation en
u estétabli comméetant aussi 2k, de sorte que le nombre de racinesp, p′, p′′, etc., en
géńeral distinctes, soit l’impairk, qui explique le signe moins dans l’expression60 de
a, puisque l’on a aussi les racines−p, −p′, −p′′, etc. Le but du calcul, ou plutôt de
l’exhibition d’une forme pour les coefficients, est de montrer qu’il y a au moins une
racine ŕeelle pour le polyn̂ome enu. Ce qui est facilèa établir d̀es lors que le coeffi-
cienta est prouv́e ńegatif, puisque le degré du polyn̂ome unitaire enu est pair, 2k, ce
qui a priori donne au moins deux racines réelles.61 De Foncenex ajoutant sur Euler,
un peu par exhibition de sa compréhension du maı̂tre, explique que le polyn̂ome enu
contient seulement des puissances paires deu.62 Euler “prouve” la ńegativit́e dea en
inspectant sa forme : un signe moins devant un produit de carrés : “Par conśequent le
dernier terme de l’́equation pouru sera un quarré ńegatif”63 écrit Euler, que retranscrit
exactement Daviet de Foncenex. Qui réagit :

57Ce sont les pages 116 et 117 de Foncenex, 1759.
58Convenons que le polynôme est dit unitaire lorsque son coefficient de plus haut degré est 1.
59Euler, 1749, p. 106.
60De Foncenex, pour s’expliquer, a la malencontreuse idée d’appeler unp une racine “positive”, alors

qu’il s’agit de quantit́es imaginaires dont Euler a pris le soin de dire que ce qui les caract́erisait était de
n’avoir pas de signe. La valeur dek dépasse le degré du polyn̂ome P, mais le nouveau polyn̂ome a des
propríet́es particulìeres.

61Euler a pośe comme th́eor̀eme fondamental dans son article qu’un polynôme de degŕe pair et dont le
coefficient du terme constant est négatif posśedait deux racines réelles au moins, ce que nous interprétons
aujourd’hui par le th́eor̀eme des valeurs interḿediaires.

62Mais il y a une malheureuse faute d’impression ici, et il estécrit impair au lieu de pair (Foncenex,
1759, p. 117).

63Euler, 1749, p. 106.
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Mais puisquep, p′, p′′, p′′′, &. sont les racines de l’équation dont quelques unes

peuvent́etre imaginaires, & avoir un quarré ńegatif, on ne peut pas conclure de ce que les fac-

teursu2− p2 sont en nombre impair, que le dernier terme de leur produit soit essentiellement

négatif.64

Et il va plus loin, montrant que la démonstration de cette négativit́e exigerait d’́etablir
que le produit desp soit ŕeel. Or c’est ce que Euler lui-m̂eme avait vu, mais de Fonce-
nex ajoutèa propos du coefficienta :

Mr Euler le trouve en effet tel pour leśequations du quatrième degŕe, mais pour les

autres cas il se contente de dire que de produitétant d́eterminable par les coéficiensC, D, E

[ce sont ceux, ŕeels, du polyn̂ome P], il ne peutêtre imaginaire.65

Et vient l’estocade, imparable, car faisantétat d’une insuffisance dans l’ordre même
des fonctions qui fait le sens de l’article d’Euler comme nous l’avons vu, et comme de
Foncenex l’a bien compris.

On sent bien qu’il faudroit encore qu’on fut assûré qu’il estégalà une fonction ration-

nelle de ces cóeficiens.66

L’expression “fonction rationnelle” est effectivement utilisée par Euler, non dans la
démonstration ǵeńerale, mais dans le cas d’uneéquation de degré 16, pour laquelle le
degŕe de l’́equation enu devient de façon impressionnante 12 870, le nombrek enétant
la moitié.

Posant doncpqrs etc. = P [Foncenex notait pp′ p′′ p′′′ p′′′′], il est certain queP est

déterminable par les coefficiensB, C, D, E etc., en sorte qu’il en est une fonction rationnelle,

et partant ŕeelle.67

Euler est píeǵe par sa ḿethode m̂eme d’expośe. Il traite en effet longuement des cas par-
ticuliers, comme s’il s’agissait d’une récurrence, mais abandonne les calculs effectifs
(en l’occurrence les seuls calculs faits le sont pour l’équation du quatrième degŕe) au
profit d’une consid́eration plus ǵeńerale, ici le caractère “d́eterminable”. Et le pŕejuǵe
fonctionnel est que le d́eterminable donne une fonction “rationnelle”, un polynôme
donc selon Euler, prenant dès lors des valeurs réelles. De Foncenex rate d’autant moins
Euler que la question du “déterminable” avait d́ejà ét́e signaĺee comme faisant partie de
la méthode m̂eme de factorisation du polynômeP. C’était lorsqu’il s’agissait de mon-
trer queu étant ŕeel, on pouvait en d́eduire que tous les autres coefficients indétermińes
introduitsétaient ŕeels. Foncenex́ecrivait :

Toutes les lettresα, β, µ, ν &. se pourront d́eterminer par les connuesB, C, D & mêlées

avec l’ind́etermińeeu, réellement sans extraction de racine.68

Cette fois l’expression “ŕeellement sans extraction de racine”équivaut comme une
sorte de pŕecisionà “fonction rationnelle”, qui signifie normalement une fonction poly-
nomiale. Et Euler emploie encore cette expression lors du traitement du cas de

64Foncenex, 1759, p. 117.
65Idem.
66Idem.
67Euler, 1749, p. 103.
68Foncenex, 1759, p. 116.
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l’ équation du huitìeme degŕe, mais utilise la rh́etorique de l’autorit́e aussi vieille que
l’acad́emisme (“comme on sait”).

De ceśegalit́es, onéliminera successivement les lettresα, β, γ, δ, ε, ζ , ce qui se pourra

faire, comme on sait, sans qu’on ait besoin d’aucune extraction de racine, de sorte que les va-

leurs de ces lettres seront toutes exprimées ŕeellement par les quantités connuesB, C, D, E, F, G, H

et l’inconnueu.69

Or dans ce cas, le caractère d́eterminable paraı̂t justifié par un mauvais argument heu-
ristique dont l’alg̀ebre de la th́eorie de l’́elimination cherchait̀a se d́ebarrasser. En ef-
fet, le nombre des inconnues (les coefficients indétermińes) estégal au nombre des
équations qui les lient.70 Sans explication sur la forme deséquations, cette conclusion
est inacceptable. Or Euler la donne, non pas dans le cas géńeral, maisà l’occasion
du traitement de l’́equation de degré 16, qui n’est́evidemment pas l’objet d’un calcul
proprement meńe :

On obtiendra 15́egalit́es, desquelles il faut chercher les valeurs des coefficientsu, a, b, g, d,

etc., dont le nombre est aussi = 15, de sorte que c’est un problème d́etermińe.71

De Foncenex ne mentionne même pas les remarques d’Euler par lesquelles il se justifie
quand m̂eme, ayant bien vu que, dès l’équation du huitìeme degŕe, les coefficients
indétermińes sont líes par des relations faisant intervenir des puissances. De sorte que
l’on doit de fait extraire des racines, et la stabilité dans les ŕeels n’est plus assurée.
Euler le sait qui indique :

il pourroit arriver que quelques uns renfermeroient des quantités irrationnelles, qui pour-

roient devenir imaginaires.72

La critique de Gauss en 1799 sera imparable sur cette dernière tentative d’Euler de
sauver son point de vue, mais non sa terminologie, par une expression formelle des
racines.73 Nous avons suffisamment insisté sur le fait qu’Euler lui-m̂eme donnèa voir
ses difficult́es, et que le ton de son article est qu’il n’estime pas avoir vraiment ŕesolu
le cadre alǵebrique.

Retenons de la critique d’Euler par Foncenex le fait qu’il est difficile de se
placer au-dessus des calculs, d’en prévoir l’issue sans avoir̀a les effectuer. Or c’est
Euler qui pŕetendait pouvoir faire d́ecouvrir “par le seul raisonnement” les faits dont on
a besoin, sans tout calculer. Mais son expression est bien plus un espoir qu’une réalit́e,
puisqu’il dit tenter de trouver ce raisonnement dans les cascalculables, “afin de frayer
le chemin pour mettre en usage ce même raisonnement, lorsque l’équation propośee
sera d’un plus haut degré”.74 Cette fois il faut bien parler d’un style eulérien, avec le
jeu de l’exṕerience sur les objets mathématiques, publiquement tournés et retourńes

69Euler, 1749, p.99.
70Le calcul est facilèa faire : il y a 2n − 1 coefficients ind́etermińes, y comprisu, pour 2n − 1 équations

provenant de l’identification aux coefficients du polynôme unitaire de degré 2n.
71Euler, 1749, p. 102.
72Euler, 1749, p. 101.
73Voir l’article 8 de la dissertation de Gauss, d’ailleurs fourni dans les œuvres d’Eulerà la suite de son

article.
74Euler, 1749, p. 97.
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dans tous les sens.75

Le passagèa une autre ḿethode est donc justifié pour de Foncenex. Il utilise
une autre combinatoire impliquant une récurrence, avec une cascade d’équations du
second degré. Elle avait d’ailleurs d́ejà ét́e envisaǵee par Euler, au nuḿero 5 de son
article,76 dans le cas du degré 6, nombre qui n’est pas une puissance de 2. Malheu-
reusement, l’analyse en géńeral de ceśequations s’av̀ere insuffisante pour assurer la
réalit́e d’une racine, car traı̂ne encore des termes imaginaires non réduitsà la forme
d’un nombre complexe. Nous allons voir comment Laplace récup̀ere cette situation, et
ce sera l’occasion de parler d’un autre genre d’exposé math́ematique.

4. Comment rafler toute la mise, ou la rh́etorique du succ̀es par le genre de la
leçon

Laplace, contraint de donner des cours publics quelques mois apr̀es la chute
de Robespierre, et surveillé par une Convention thermidorienne encore jacobine et
dont l’idéologie est devenue l’analytique d’un progrès intellectuel ind́efini, choisit de
démontrer de façon la plus concise possible le théor̀eme d’Euler.77 Il le fait exactement
dans les termes de facteurs réels du second degré pour un polyn̂ome de degŕe pair. On a
vu que cette façońevitait les quantit́es imaginaires. On peut parler bien sûr de rigueur,
mais c’est une qualification peu historique. Le style choisipar Laplace appartientà un
genre : c’est celui de la leçon, et elle se ressent des nécessit́es de l’oral. L’analytique doit
s’entendre ! D’autant que la preuve fournie est un résuḿe de tout ce qui est vraiment
utile en alg̀ebre polynomiale. En termes de sociologie des sciencesà la Bourdieu, on di-
rait que Laplace rafle toute la mise algébrique depuis Euler dans l’exposé des quantit́es
imaginaires. C’est d’ailleurs ce que Lagrange suggère, trois anńees plus tard, attribuant
l’id ée de Laplacèa de Foncenex, qui nous l’avons vu, suivait Euler.78 Si l’influence
d’Euler est ind́eniable, la question n’en est pas moins de juger si l’autorité de ce der-
nier, par l’orientation d’une ḿethode vers les quantités imaginaires issues des valeurs
des fonctions, est encore présente chez Laplace. Un an après la d́emonstration exposée
par Laplace, Jean-Baptiste Labey insère celle-ci dans la traduction fameuse qu’il fait de
l’ Introductiod’Euler, forgeant ainsi une postérité euĺerienne chez Laplace.79 Je pŕefère
en juger aujourd’hui en parlant du genre de la leçon.

75Jean Dhombres, Sur un texte d’Euler relatifà uneéquation fonctionnelle : archaı̈smes, ṕedagogie et
style d’́ecriture,Sciences et techniques en Perspective, vol. 8, 1985, pp. 1-55.

76Euler, 1749, p. 108.
77La leçon de Laplace du 11 Germinal an III est aussitôt publíee en feuilles śepaŕees. Toutes les leçons de

l’Ecole normale de tous les professeurs sont réunies en plusieurs volumes en 1795, et une nouvelleédition
a lieu en 1800. Les leçons des seuls mathématiciens sont réunies en unéedition critique en 1992 (Jean
Dhombres (́ed.),L’Ecole normale de l’an III. Leçons de mathématiques, Laplace, Lagrange, Monge, Paris,
Dunod, 1992). C’est ce texte qui sera réféŕe ici par Laplace, 1795. Voir aussi Ivor Grattan-Guinness,Convo-
lutions in French Mathematics, 1800-1840, Birkhäuser Verlag, Basel/Boston/Berlin, 3 vol., 1990 ; Jesper
Lötzen,The Prehistory of Distribution Theory, Springer Verlag, New York, Heidelberg, Berlin, 1982.

78Joseph-Louis Lagrange,Traité de la ŕesolution deśequations nuḿeriques de tous les degrés, Paris,
1798, 2e édition, 1808, Note II, n◦ 16, p. 108.

79Introductionà l’analyse infinit́esimale, par Ĺeonard Euler, trad. fr. et notes de J.B. Labey, Paris, Barrois
l’aı̂né an IV (1796).
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Laplaceévite en effet d’entrer dans une quelconque discussion sur la nature
des quantit́es imaginaires, et reste dans la sémantique polynomiale de ce que nous
avions appeĺe la premìere partie de l’article d’Euler. Il se débarrasse aussi des tares
des d́emonstrations que de Foncenex avait su si bien relever chez Euler. N’oublions
pas les conditions de l’exposé par Laplace qui doit apparaı̂tre entìerement d́egaǵe des
hésitations historiques. Ce qui ne veut pas dire qu’il soit hors histoire. C’est la ḿethode
analytique ńee avec Descartes qui est crédit́ee de succ̀es, et c’est bien la ḿethode des
indétermińees de Descartes qui està la base du texte d’Euler. Laplace en fait une leçon
et le commentaire qu’on peut en donner détruit son style en le rythmant par l’his-
toire plus pŕecise et plus proche aussi. Ainsi de dire que Laplace revientà peu pr̀es au
théor̀eme sous la forme prise par Euler, empêche de voir que le th́eor̀eme est devenu
équilibŕe, la parit́e ŕepondant stylistiquement au second degré des facteurs cherchés.

Touteéquation d’un degré pair est ŕesoluble en facteurs réels du second degré.80

Chez Euler, il fallait diviser le polyn̂ome par deux, et du coup on avait la nécessit́e de
prendre des degrés en puissances de 2. Bien sûr, le mot “ŕesoluble” qui fait la rh́etorique
de la leçon de Laplace, a d’abord un sens purement mathématique, celui d’un produit
de facteurs. Il peut m̂eme sous-entendre la récurrence que Laplace vaétablir, le premier
à agir ainsi pour ce th́eor̀eme alors que les préd́ecesseurs d́ecomposaient une situation
en cas de degrés successivement abaissés.81 La récurrence porte sur la puissance de 2
que contient le degrén du polyn̂omeP, soitn = 2ks, où s est un nombre entier impair.
Mais là encore, en la commentant ainsi, on casse l’effet de la leçon de Laplace. Car
il ne parle pas de récurrence ou d’induction. Il la fait. A cettéepoque, on n’avait pas
formaliśe le principe d’induction. Il est difficile de ne pas penserà une copie du style
d’Euclide dans la partie conclusive du texte de Laplace.

Toute équation du degré n = 2i s a donc un facteur réel du deuxìeme degŕe si toute

équation du degrén = 2i−1s′ a un facteur semblable. Par la même raison, toutéequation du

degŕen = 2i−1s′ a un facteur ŕeel du deuxìeme degŕe si toutéequation du degrén = 2i−2s′′

a un facteur semblable,s′′ étant un nombre impair. En continuant ainsi jusqu’à l’équation

de degŕe 2k, k étant impair,équation qui, comme on vient de le voir, a nécessairement un

facteur ŕeel du deuxìeme degŕe, on voit, en ŕetrogradant, que toutéequation du degrén = 2i s

a un facteur82 réel du deuxìeme degŕe. Donc, toutéequation d’un degré pair a un facteur du

deuxìeme degŕe : en la divisant par ce facteur on aura une nouvelleéquation d’un degré pair,

qui aura elle-m̂eme un facteur réel du deuxìeme degŕe, et en continuant ainsi on décomposera

l’ équation entìere en facteurs réels du deuxìeme degŕe.83

Coquetteriéepist́emologique, dans cette conclusion absolument convaincante, Laplace
se garde de parler d’imaginaires et donc de leur nature. Maisil fait voir des facteurs
réels du second degré, donc le seul cadre de l’algèbre polynomiale ŕeelle. N’est-ce
pas dire qu’il n’est concerńe que par les nombres complexes en tant qu’ils sont les

80Laplace, 1795, p. 79.
81Euler avait bien mentionńe au nuḿero 76 de son article une récurrence, mais elle porte sur la forme des

racines.
82Laplace, ou le transcripteur de la leçon, a omis de qualifier ce facteur de ŕeel.
83Laplace, 1795.
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imaginaires alǵebriques du second degré, dont la forme est une dépendance en deux
nombres ŕeelles seulement ?

Aussi bien il y a deux́etapes dans la récurrence. La première est celle òu i = 1,
et l’on doit montrer qu’un polyn̂ome de degŕe 2k, k impair, a un facteur ŕeel du second
degŕe. S’il avait commenće aveci = 0, avec un polyn̂ome de degŕe impair, il aurait
comme Euler mis eńevidence le r̂ole tut́elaire du th́eor̀eme qui ne rel̀eve pas du mode
démonstratif alǵebrique et qui assure qu’un tel polynôme poss̀ede au moins une racine
réelle. Mais la ŕecurrence doit porter sur les facteurs réels du second degré. C’est donc
bien avec le cas du degré 2k que Laplace commence. Avec tout ce qui préc̀ede, l’on sera
quand m̂eme surpris de constater combien il est facile de suivre cette d́emonstration
brillante. Mais n’est-ce pas cela une “leçon” ?

Laplace ne peut́eviter les quantit́es imaginaires, ces quantités sans signe selon
Euler, et imposèa ces imaginaires trois des opérations de l’arithḿetique, l’addition
la soustraction et la multiplication, pour avoir les fonctions syḿetriquesélémentaires
exprimées par les coefficients réels du polyn̂ome. Ce sont donc les “lettres”a, b, c, etc.,
pour reprendre l’expression utilisée par Euler. Laplace groupe par deux ces “lettres”, en
utilisant de plus un param̀etre ŕeel, not́em par Laplace, mais que je vais prendre comme
M pouréviter une confusion avec les racinesa, b, c, etc. Il envisage les quantitésa +
b + Mab. Ces imaginaires disparaissent aussitôt sous la forme du polyn̂ome Q qui
les a pour racines. Le degré N de Q est le nombre possible de paires non ordonnées
des racines, soitN = n(n − 1)/2, et lorsquen = 2k, N vaut k(2k − 1), qui est
toujours un nombre impair puisquek l’est par hypoth̀ese. Euler et de Foncenex avaient
utilisé la m̂eme propríet́e combinatoire. Mais Laplace ne rencontre pas la difficulté
de ses pŕed́ecesseurs, qui est d’assurer que les coefficients du polynômeQ sont ŕeels.
Car cette ŕealit́e est assurée par un th́eor̀eme d̂u à Lagrange. Ce th́eor̀eme porte sur
les fonctions polynomiales syḿetriques den variables,84 et les exprime comme une
fonction polynomiale ŕeelle des fonctions syḿetriquesélémentaires, c’est-à-dire des
coefficients ŕeels du polyn̂omeP. Or les coefficients du polyn̂omeQ sont des fonctions
symétriques desn racines du polyn̂ome P, d’où la preuve de leur réalit́e. Aussi bien,
le polyn̂ome ŕeelQ, parce qu’il est de degré impair, a au moins une racine réelle. Donc
on peut choisira, etb, racines deP eta + b + Mab est une quantité ŕeelle. Puisqu’on
a pu faire ce choix pour tout réel M , on a d́efini une fonctionϕ de l’ensemble infini
des ŕeels dans l’ensemble fini des couples de racines deP. Cette fonction, compte tenu
de son domaine de départ et de son domaine d’arrivée, ne peut̂etre injective, de sorte
que pour deux valeur différentesM et M ′, mais pour le m̂eme couple de racinesa et
b, on aà la fois les quantit́esa + b + M ′ab et a + b + Mab réelles. Ce qui donne les
quantit́esa + b et ab à leur tour ŕeelles, donc la mise en facteur dansP du polyn̂ome
réelx2 − (a + b)x + ab. La premìereétape de la ŕecurrence est acquise.

L’ étape ǵeńerale de la ŕecurrence, et nous l’avons déjà lue avec les mots m̂emes
de Laplace, est de passer du fait que touteéquation du degré n = 2i−1s′ a un facteur

84Le passage de polynômesà une variable (objet du théor̀eme fondamental de l’algèbre)à des polyn̂omes
de plusieurs variables (objet utilisé par la d́emonstration de Lagrange) n’est pas lisibleà l’époque par un
même vocabulaire. On parle de fonctions entières pour le polyn̂omeà une variable, mais de fonction ration-
nelle pour un polyn̂omeà plusieurs variables.
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réel du second degré à la m̂eme propríet́e pour le degŕe n = 2i s. De la m̂eme façon
en groupant les racines par deux avec un paramètre ŕeel M , on passe d’un polyn̂ome
P à un polyn̂omeQ, et le degŕe deQ est de la formen = 2i−1s′ si le degŕe deP est
n = 2i s. En interpŕetant les facteurs réels du second degré en termes de complexes,
cela revient̀a dire avec l’existence d’une m̂eme fonctionϕ, qu’il existe un couple de
racines pour lequela + b commeab sont complexes. En résolvant dans les complexes
uneéquation du second degré à coefficients complexes, on en déduit quea et b sont
complexes.85 Il suffit d’une seule racine complexe. Car, si la racinea est une racine
complexe non ŕeelle deP, qui est un polyn̂ome ŕeel, sa conjugúee l’est aussi et d̀es lors
on a bien un facteur réel du second degré pourP. Mais si la racinea est ŕeelle, on a le
facteur(x − a) pour P et le polyn̂ome quotient, ŕeel, est de degré impair. Ce qui assure
une autre racine réelle, les deux facteurs produisant un facteur réel du second degré, et
cette partie de la récurrence est terminée.

L’invention de Laplace, avec l’usage du résultat de Lagrange sur les fonctions
symétriques qui fournit sans calcul une propriét́e de stabilit́e dans le corps des réels, est
la conception de la fonctionϕ pour laquelle aucun calcul n’est utile. Le théor̀eme s’en
déduit presque d’un coup. En France, cette preuve est typiqued’une leçon d’agŕegation.
Qu’est devenue pourtant notre question de l’autorité d’Euler sur Laplace ? Il nous faut
terminer par un retour sur Euler et son style.

5. Conclusion : le style euĺerien

On a pu constater l’avantage d’une mise en perspective des rhétoriques d’expo-
sition sur les trois exemples choisis, Euler en 1749, de Foncenex en 1761 et Laplace
en 1795, tous les trois autour de la question de la nature des quantit́es imaginaires et
refusant l’appellation de quantités impossibles. M̂eme s’il fallut accentuer un peu les
choses pour d́egager le genre académique et le genre de la leçon. Sous prétexte d’́etude
litt éraire, on n’avait pas̀a omettre les enjeux́epist́emologiques, que ce soit avec la
rhétorique de l’insuffisance de l’algèbre chez Euler qui n’en fait pas moins autorité,
avec la rh́etorique de la difficult́e à s’́elever au dessus des calculs chez de Foncenex, ou
encore avec la rh́etorique du “tout est dit qui devaitêtre dit” de la leçon de Laplace.

On peut revenir en conclusion sur la question posée en introduction d’une in-
suffisante analyse littéraire des textes mathématiques, notamment ceux présent́es de
façon moins paradoxale que créative, comme lorsqu’il s’agit des quantités imaginaires.
D’autant que la langue des Lumières ne nous a pas habituésà manier des paradoxes
sans les ŕesoudre. On a bien lu au tout début la d́efinition que donnait d’Alembert des
quantit́es imaginaires dans l’Encycloṕedie. Cette ŕesolution est une forme d’autorité.
Quelle est au fond la résolution d’Euler ? Peut-être alors n’a-t-on pas assez remarqué
que, d̀es son introduction, Euler annonçait ses intentions d’unefaçon probĺematique.

85J’ai en fait simplifíe la d́emonstration de Laplace car il ne travaille pas avec les racines d’uneéquation
du second degré à coefficients complexes. Aussi, fait-il intervenir un facteur du second degré à coefficients
complexes, en prend le conjugué, et doit assurer que le produit qui est réel et de degré 4 se factorise bien. Il
lui faut ensuite faire fond sur le théor̀eme de d́ecomposition d’unéequation de degré 4 en deux facteurs réels
du second degré, ce qu’Euler avait d́ejà montŕe dans son article de 1749.
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Elles étaient, nous l’avons vu, d’expliquer ce qu’implique le caract̀ere d́eterminable
d’un calcul lorsque l’on consid̀ere une fonction comme un calcul. Or, dès qu’Euler a
énonće les relations entre les racines imaginaires d’un polynôme de degŕe n, c’est-̀a-
dire donńe lesn fonctions syḿetriqueśelémentaires, iĺecrit :

Donc puisque le nombre de ceségalit́es est =n, les valeurs des lettres,α, β, γ ,..., ν en

seront ŕeciproquement d́etermińees.86

Le “donc” d’entŕee est líe à la m̂eme propríet́e heuristique de calcul, l’égalit́e du
nombre de donńees au nombre de conditions les liant, et semble définir la nature
algébrique de la d́etermination des quantités imaginaires qui sont vigoureusement
réduites̀a des “lettres”. Or la d́etermination ne peutévidemment pas signifier une forme
polynomiale de d́ependance des racines aux coefficients, ne serait-ce que parce que
cette assertion rendrait inutile l’article du Bâlois. Il y a une d́ependance, mais c’est la
nature analytique de celle-ci qui est en balance au long de l’article. Elle aboutit̀a la
forme fonctionnelle. Si l’on ne veut pas gommer l’effet rhétorique de l’introduction
de ce texte, en le faisant passer pour une maladresse d’unécrivain peu conśequent, si
on lui fait jouer jusqu’au r̂ole de signifier ce qu’il reste de “vague” métaphysique dans
une penśee, force alors est de redonner une unité stylistiqueà ce texte que nous avons
divisé en deux parties. On avait certes bien vu que la première ne faisait que préparer la
seconde. Mais le scholie final, introduit nous l’avons vu parune formulatiońetrange —
“soutenir sans balancer” —, résout la question de la dépendance posée en introduction.
La réponse est une question de nature : les quantités imaginaires, alǵebriques ou non,
dépendent de deux paramètres ŕeels.

Elles sont toujours composées de deux nombres dont l’un est réel, et l’autre une quantité

réelle multiplíee par
√

−1.87

Tout ce long article en 124 nuḿeros concourt̀a ce ŕesultat, qui peut̂etre consid́eŕe
comme la fondation ontologique des complexes, ce que j’ai appeĺe en introduction une
création. La voie d’obtention n’est pas directe, mais une exploitation de divers cal-
culs, alǵebriques ou non, plus ou moins reliés entre eux, et qui forment faisceau. C’est
une floraison de points de vue qui se recoupent, ou se justifient les uns les autres, pour
aboutirà la ŕeduction de toutes les quantités imaginaires. Cette redondance est un style,
mais il est meńe par une pensée fixe qu’il subsiste un doute. S’il y a effervescence ana-
lytique, c’est bien qu’une seule voie n’est pas convaincante. Comment se fait-il alors
que l’on ait pu parler d’une rh́etorique de l’autorit́e ? La critique n’est-elle pas venue
comme nous l’avons vu par de Foncenex ? Mais on pourrait aussibien mentionner La-
grange. L’autorit́e ŕeside dans le fait d’avoir d́evié le probl̀eme de sa forme algébrique
(racines imaginaires des polynômes) vers la formèa deux param̀etres des imaginai-
res en ǵeńeral, consid́eŕees comme valeurs de fonctions. La réussite de la solution de
Laplace au moyen d’une fonction disant seulement une dépendance sans qu’un calcul
soit ńecessaire, justifie Euler, fonctionnellement pourrait-ondire, et d́ement de Fonce-
nex qui craignait la difficult́e de s’́elever au-dessus des calculs et le risque d’erreur.

86Euler, 1749, p. 80.
87Idem.
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La réussite de Laplace fait néanmoins disparaı̂tre l’autorit́e du texte d’Euler.
Mais pour une autre raison, typique de la démarche math́ematique. D́esormais, la ques-
tion de la nature des imaginairesétant ŕesolue, il faut la poser autrement pour inventer
à nouveau. Il faut se débarrasser de la supposition cartésienne de l’existence m̂eme des
quantit́es imaginaires, les oublier en quelque sorte, et cesser de les prendre pour des
fictions ńecessaires du calcul. Tel est effectivement le propos de Carl-Friedrich Gauss,
quatre ans après la preuve fournie par Laplace.
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