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SUR LE PROBLÈME DE HELMHOLTZ

Résumé. L’objet de cet article est de traiter un problème aux limites elli ptique, dit deHelm-
holtz, qui intervient lorsdela résolution dans ledomainespectral, du problèmedediffraction
d’ondespar un obstacle. Lebut est demontrer, grâceà laméthodedeséquations intégrales et
en s’appuyant sur lesrésultatsd’opérateurs pseudo-diff érentiels et d’opérateursdeFredholm,
que le problème extérieur est bien posé au sens de Hadamard, i.e. l’existence, l’unicité et la
dépendance continue de lasolution par rapport aux donńees.
Le plan sera le suivant : on commencera par une petite introduction de l’origine physique
du problème de Helmholtz, puis à l’aide d’un théorème de représentation intégrale on exa-
mineralaquestion d’unicité ; ensuite, pour aboutir à l’existence, on passera en revuequelques
résultatsd’analysemicrolocale, onintroduira laméthodedeséquations intégraleset onconclura
l’existence à l’aide de la théorie deFredholm.
Nous ne prétendons nullement que ce travail est nouveau, du point de vue de l’analyse
mathématique, voir notre bibliographie où des résultats plus généraux existent. Nous avons
plutôt essayer, de point de vue de l’analyse mathématique, d’attirer l’attention sur certaines
techniques avancées, tels que les opérateurs pseudo-diff érentiels et les projecteurs de Cal-
derón qui nous ont permis demieux formuler mathématiquement leproblème deHelmholtz.

1. Introduction

Dans la théorie linéaire des ondes, on peut distinguer deux classes : d’une part
les ondes mécaniques, qui nécessitent un mili eu matériel pour se propager, un fluide
pour les ondes acoustiques et un solide pour les ondes élastiques (ondes sismiques),
et d’autrepart, lesondes électromagnétiquesqui peuvent se propager dans le vide. On
s’est intéresśe à la diffraction d’ondes acoustiques par un obstacle régulier de R3. Le
choix est dans un souci de clarté, quant à la méthode, elle est générale et s’applique
parfaitement aux autrescas, voir D. Colton, R. Kress[6].
Considérons la propagation d’une onde acoustique, de petite amplitude, produite par
une petite perturbation dans un fluide homogène et isotrope de R3. L’ équation des
ondes : ∂ttP− c2∆P = 0 où c est la vitesse du son dans le mili eu et P représente
le champ pression oule potentiel de vitesse (selon le modèle étudié) est déduite par
linéarisation des équations du mouvement des fluides (équation d’Euler, équation de
continuité et l’hypothèse adiabatique), voir D. Colton, R. Kress[6]. Lorsqu’oncherche
à résoudre cette équation dans le domaine spectral, en considérant les ondes harmo-
niques : P(t,x) = Re

(

e−iωtu(x)
)

avecfréquenceω > 0, on s’aperçoit que u, qui est à
valeur complexe, vérifie l’ équation ditedeHelmholtz :

(1) (∆ +k2)u = 0

où k = ω
c > 0 est lenombred’onde. L’onde continuesa propagationjusqu’ à cequ’elle

rencontreun obstacle, i.e. unmili eu non-homogènedélimité par unesurfaceréguli ère,
et le phénomènedediffraction de l’ondepar cet obstaclese produit.
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FIG. 1 – diffraction d’ondes.

2. Position du problème

Le problème sera de déterminer l’onde diffractéeud connaissant l’onde inci-
denteui , qui est mesuréesur la surface, et sachant que l’ondetotaleuT = ui +ud, ui et
ud vérifient l’ équation deHelmholtz (1). On a essentiellement lesconditionsaux bords
suivantes :

(2)

{

(

∆ +k2
)

uT = 0 dansΩc

uT = 0 sur Γ
sound-soft surface
−−−−−−−−−−→

{

(

∆ +k2
)

ud = 0 dansΩc

ud = −ui sur Γ

(3)

{

(

∆ +k2
)

uT = 0 dansΩc

∂uT
∂η = 0 sur Γ

sound-hard surface
−−−−−−−−−−−→

{

(

∆ +k2
)

ud = 0 dansΩc

∂ud
∂η = − ∂ui

∂η sur Γ

{

(

∆ +k2
)

uT = 0 dansΩc

∂uT
∂η + iλuT = 0 sur Γ

impédance
−−−−−−→

(λ>0)

{
(

∆ +k2
)

ud = 0 dansΩc

∂ud
∂η + iλud = −(

∂u
i

∂η + iλui) sur Γ

Le travail qui va suivre sera focalisé sur le problème de Helmholtz extérieur de type
Dirichlet (2) et de typeNeumann(3).
Deux famill es importantesdesolutions, au problèmedeHelmholtz, sont donńes:

1) Ondes sphériques : u(x) = sink|x|
|x| est unesolutionradialedu problème(1).

2) Ondes planes : u(x) = eik〈x,d〉, où d ∈ S2 (sphère unité de R3), est une so-
lution du problème (1), dite onde plane car ei(k〈x,d〉−ωt) est constante sur les
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plans{k〈x,d〉−ωt = cte}. Elles se propagent avecla vitesse c dans la direc-
tiond.

Le problème de Helmholtz sur tout l’espaceR3 admet donc une infinité de solution,
pour récupérer l’unicitédanscepassage au domainespectral il faut imposer descondi-
tions de comportements à l’ infini dites conditionsde radiation de Sommerfeld. On dit
queu est radianteou vérifie la condition de l’ondesortante, si

(4) (∂r−ik)u=o

(

1
r

)

lorsque r = |x| → +∞ uniformément dans toutes les directions. Ceci est conforme
avec le modèle physique considéré, en effet si Jr = −ω

2 Im
R

S(0,r) u∂u
∂r ds définit le flux

d’ énergieà travers la sphèreS(0, r) alors la condition deradiation(4) implique

lim
r→+∞

Z

S(0,r)

(

∣

∣

∣

∣

∂u

∂η

∣

∣

∣

∣

2

+k2|u|2+2kIm

(

u
∂u
∂η

)

)

ds= 0

cequi donne limr→+∞ Jr ≥ 0. Le flux d’ énergie est donc sortant et l’ondediffractéese
propagevers l’ infini sansen revenir.
On verra, plusloin, quelesconditionsderadiation deSommerfeld garantissent l’unicité
du problème extérieur deDirichlet et deNeumann.

3. Unicité du problème extérieur

3.1. Théor ème de repr ésentation

Le résultat de départ est basé sur les formules de Green et constitue une étape
importante dans la recherche d’une solution au problème de Helmholtz, il est donńe
par le théorèmede représentationsuivant :

THÉORÈME 1. Soit Ω un ouvert deR3, borné et de classeC 2 et soient :

N− =
{

u∈ C 2(Ω)∩C (Ω̄),
∂u−

∂η(x)
existe uniformément, ∀x∈ Γ

}

N+ =
{

u∈ C 2(Ωc)∩C (Ωc
),

∂u+

∂η(x)
existe uniformément, ∀x∈ Γ

}

où
∂u±

∂η(x)
= lim

h→0+

〈

∇u(x±hη(x)), η(x)
〉

et Ωc = R3\ Ω̄.
(i) Pour tout u∈ N−, solution du problèmedeHelmholtz intérieur, on a

u(x) =
Z

Γ

( ∂u
∂η

(y)Ek(x,y)−u(y)
∂Ek

∂η(y)
(x,y)

)

dµ(y) ∀x∈ Ω
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(ii) Pour tout u∈ N+, solution radiantedu problèmedeHelmholtzextérieur,

u(x) =

Z

Γ

(

u(y)
∂Ek

∂η(y)
(x,y)−

∂u
∂η

(y)Ek(x,y)
)

dµ(y) ∀x∈ Ωc

où Ek = eik|x−y|

4π|x−y| est une solution fondamentalede l’opérateur de Helmholtz ∆ +k2. De
plus, le résultat subsiste encorepour tout autresolution fondamentale.

Démonstration. Voir D. Colton, R. Kress[6].

Conséquences
• Toute solution du problème de Helmholtz est analytique. Pour le vérifier il

suffit de faire la représentation intégrale de la solution, sur une boule B(x, r)
entièrement incluse dans le domaine, et utili ser le fait que Ek(x,y) est analy-
tiquepour x 6= y.

• Toutesolution du problèmedeHelmholtz admet unereprésentationintégrale
en fonction de ses donńees de Dirichlet et de Neumann. Sachant que seule-
ment une des deux conditions est donńee, alors l’alternative suivante s’ im-
pose :

1. Éliminer la donńeeinconnue en choisissant une solution fondamentale
particuli ère dite fonction de Green qui résout le problème homogène.
Cette méthode n’est simple que pour des domaines présentant des
symétrieset ceci par leprincipederéflexion deSchwarz, voir G. Chen,
J. Zhou[5]. Notons que la recherche d’une fonction de Green est sou-
vent aussi difficile que le problème initial et elle n’existe même pas,
pour certains situations, d’où les limitesde cetteméthode.

2. Établi r une relation entre les donńees de Cauchy, c’est la méthode des
équations intégrales. On est tenté de déterminer les traces de u directe-
ment sur sa représentation intégrale, pour cela on a besoin d’ étudier de
près lespotentielsdesimple et dedouble couche :

φ 7−→ Sφ(x) =

Z

Γ

Ek(x,y)φ(y)dµ(y)

φ 7−→ Dφ(x) =

Z

Γ

∂Ek

∂η(y)
(x,y)φ(y)dµ(y)

Le problèmede Helmholtz intérieur n’est pas uniquement résoluble pour tout nombre
d’onde k, car le Laplacien poss̀ede des valeurs propres négatives dites valeurs de
résonance; ona unicitéseulement en dehorsde cesvaleurs.
On va montrer l’unicité du problème extérieur en utili sant un certain nombre de
résultats s’appuyant essentiellement sur l’analyticitéde la solution.

THÉORÈME 2 (Champ acoustiquelointain). Toutesolutionradiantede l’ équa-
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tion deHelmholtzextérieur a le comportement asymptotique

u(x) =
eik|x|

|x|

(

u∞(x̂)+O

(

1
|x|

))

lorsque |x| → +∞ uniformément danstoute lesdirections x̂ = x
|x| .

u∞, dit champ acoustique lointain de u, est analytique et définie de façons unique sur
la sphèreunitéS2 et admet la représentation

u∞(x̂) =
1
4π

Z

Γ

(

u(y)
∂e−ik<x̂,y>

∂η(y)
−

∂u
∂η

(y)e−ik<x̂,y>
)

dµ(y) ∀x̂∈ S2

Démonstration. |x−y|=
√

|x|2−2〈x,y〉+ |y|2 = |x| − 〈x̂, y〉+O
(

1
|x|

)

ona

eik|x−y|

4π|x−y|
=

eik|x|

|x|

(

1
4π

e−ik<x̂,y> +O

(

1
|x|

))

et

∂
∂η(y)

eik|x−y|

4π|x−y|
=

eik|x|

|x|

(

1
4π

∂
∂η(y)

e−ik<x̂,y> +O

(

1
|x|

))

en injectant ces deux égalit és dans la représentation intégrale de u, on obtient lorsque
|x| → +∞

u(x) =

eik|x|

|x|





1
4π

Z

Γ

(

u(y)
∂

∂η(y)
e−ik<x̂,y> −

∂u
∂η

(y)e−ik<x̂,y>
)

dµ(y)+O

(

1
|x|

)





L’unicitédeu∞ et sonanalyticitésur S2 s’en déduisent directement desareprésentation
intégrale.

THÉORÈME 3. Soit u une solution radiante de l’ équation de Helmholtz, alors
pour le flux d’ énergie à travers toutesphèreS(0, r), on a

lim
r→+∞

Jr =
ωk
2

Z

S(0,r)

|u∞|
2ds

Démonstration. ∇u(x) = ik x
|x| ×

eik|x|

|x|

(

u∞ (x̂)+O
(

1
|x|

))

lorsque |x| → +∞ par suite

lim
r→+∞

Jr = lim
r→+∞

−ω
2

Z

S(0,1)

u
∂ū
∂r

ds=
ωk
2

Z

S(0,r)

|u∞|
2 ds

Le théorèmesuivant est dû à Wilcox et représente, avecle lemmedeRelli ch, la
base de tous les résultatsd’unicitépour le problèmedeHelmholtz extérieur.
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THÉORÈME 4 (Développement de Wilcox). Soit u ∈ C 2(R3\Ω̄) une solution
radiantedu problèmedeHelmholtzet soit R0 grand, desortequeS(0,R0)⊂ R3\ Ω̄. Si
r, θ et ϕ dénotent lescoordonńees sphériquesde x, alors

u(x) =
eikr

r

+∞

∑
n=0

Fn(θ,ϕ)

rn

et cette série convergeabsolument et uniformément, ainsi que toutes ses dérivéespar-
tielles, pour tout r ≥ R0. LescoefficientsFn sont li és par :

Fn =
1

2ikn
(∆0 +n(n−1)id)Fn−1, ∀n≥ 1

où ∆0 = 1
sinθ · ∂

∂θ

(

sinθ · ∂
∂θ

)

+ 1
sin2 θ · ∂2

∂ϕ2 est l’opérateur de Laplace-Beltrami sur la

sphèreunitéS2.

Démonstration. Voir D. Colton, R. Kress[7]

LEMM E 1 (Lemme de Relli ch). Soit u une solution radiante du problème de
Helmholtz, si limr→+∞

R

|x|=r |u(x)|2dµ(x) = 0. Alors, u≡ 0 sur R3\ Ω̄.

Démonstration.
R

|x|=r |u(x)|2dµ(x) =
R 2π

0

R π
0 |F0 (θ,ϕ)|2sinθdθdϕ+O

(1
r

)

, donc F0 ≡

0 et u≡ 0 pour |x| ≥ R0. Par analyticité, u≡ 0 sur R3\ Ω̄

LEMM E 2. Soit u ∈ N+ une solution radiante du problème de Helmholtz. Si

Im
(

R

Γ u∂ū
∂η dσ

)

≥ 0, alors u≡ 0 sur R3\ Ω̄.

On a le théorèmed’unicitésuivant

THÉORÈME 5. 1. LeproblèmedeDirichlet extérieur admet au plusuneso-
lution.

2. Le problèmedeNeumannextérieur admet au plusunesolution.

Démonstration. C’est une conséquencedirecte du lemme ci-dessus, pour le problème
de Neumann. Pour le problème de Dirichlet, à qui on ne peut pas appliquer directe-
ment le lemme ci-dessuspuisque ∂u

∂η n’existe pas à priori, on se reportera à D. Colton,
R. Kress[6], (page 46-47), pour une démonstration élégante baséesur la formule de
Green.

4. Existencedesolutions

4.1. Approchemicrolocale

La théorie des opérateurs pseudo-diff érentiels a vu le jour suite aux articles
originaux de Hormander et de Kohnet Nirenberg. Elle aunifié dans un cadre général
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et élégant, les théories déjà existantes des opérateurs intégraux singuliers, initi ées par
Girauld, Mikhlin, Calderónet Zygmund. Par lasuite, beaucoup demathématiciensont
contribué à cette théorie qui est devenue maintenant un outil i ndispensable dans la
théoriemodernedes équationsaux dérivéespartielles.
Tout opérateur de la forme:

(5) Au(x) = (2π)−n
ZZ

Ω×Rn

ei〈x−y,ξ〉a(x, y, ξ)u(y)dydξ

est appeléopérateur pseudo-différentiel. La fonctiona, ditesymbole (ouamplitude) de
A, est réguli ère et asymptotiquement homogène dans le sens a∈ C ∞(Ω×Ω×Rn) tel
quepour 0≤ ρ, δ ≤ 1 :

∀K ⋐ Ω×Ω, ∀α ∈ N2n, ∀β ∈ Nn, ∃c > 0,

∀(x, y, ξ) ∈ K ×Rn, |Dα
(x,y)D

β
ξa(x, y, ξ)| ≤ c(1+ |ξ|)m−ρ|β|+δ|α|

Lm
ρ,δ désigne l’espace de ces opérateurs et Sm

ρ,δ désigne l’espace des symboles. La
classe Lm

ρ,δ contient les opérateurs diff érentiels à coefficients C ∞ et une large classe
d’opérateurs intégraux, notamment les “paramétrixes” d’opérateurs elli ptiques. Pour
donner un sens à l’ intégrale oscill ante (5) on doit passer par la topologie des sym-
boles et l’ intégrale sera définie par densité. Il y a deux approches pour construire une
algèbred’opérateurs sur les variétés, suffisamment large en vu desapplications sur les
problèmes aux limites elli ptiques, à savoir l’approche “noyau” et l’approche “symbo-
le”. Lapremière est baséesur le théorèmedesnoyaux deSchwartz

THÉORÈME 6. Soient X, Y deux ouverts de Rn et Rp respectivement. Il y’a
une bijection entre, d’une part les distributions K ∈ D ′ (X×Y) et d’autre part les
opérateurs linéaires continus A : D (Y) → D ′(X). Si K ∈ D ′ (X×Y) on lui associe
un oṕerateur A linéaire continuen posant, pour tout u∈ D (Y), et tout v∈ D (X)

(6) 〈Au,v〉
D ′(X)×D (X) = 〈K,v⊗u〉

D ′(X×Y)×D (X×Y)

où v⊗u(x,y) = v(x)u(y). Réciproquement, étant donńe un oṕerateur linéaire continu
A : D (Y) → D ′(X), il existe une et uneseule distributionK ∈ D ′(X×Y) vérifiant (6),
K est appelénoyau distribution de l’opérateur A et est encorenotéKA ouK(x,y).

Démonstration. voir J. Chazarain, A. Piriou[4]

Le noyau distribution d’un oṕerateur A∈ Lm
ρ,δ est C ∞ en dehorsde la diagonale

deΩ×Ω, il en résultepour A lapropriétépseudo-locale:

suppsingAu⊂ suppsingu.

Lorsque le noyau KA ∈ C ∞ (Ω×Ω), l’opérateur A est dit régularisant et ceci équivaut
à A : E ′(Ω) → E (Ω) continu et à A ∈ L−∞

ρ,δ = ∩m∈RLm
ρ,δ. L’approche “noyau”permet

aussi de définir les opérateurs propres, notion de nature topologique nécessaire pour
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pouvoir composer les opérateurs sans les contraintes des supports. On peut nous res-
treindreà cetyped’opérateurs, vu quetout opérateur pseudo-diff érentiel est équivalent
à un oṕerateur propre.
L’approche “symbole” est basée essentiellement sur la méthode de la phase station-
naire qui permet d’ étudier le comportement asymptotique des intégrales dépendant
d’un paramètredu type I(λ) =

R

Ω eiλφ(x) u(x)dx, ona le résultat suivant

THÉORÈME 7. Si Q est une matrice symétrique non d́egénérée, alors ∀u ∈
D (Rn), ∀N ≥ 1

Z

Rn
ei λ

2 〈x,Qx〉u(x)dx =
N−1

∑
k=0

(2π)
n
2 ei π

4 signQ

k! |detQ|
1
2 λk+ n

2

(

1
2i

〈

Dx, Q−1Dx
〉

)k

u(0)

+SN(u, λ)

où signQ = #{valeurs propres> 0}−#{valeurs propres< 0}, et

|SN(u, λ)| ≤
c

N!λ
n
2+N ∑

|α|≤n+1

∥

∥

∥

∥

∥

Dα
(

1
2

〈

D,Q−1D
〉

)N

u

∥

∥

∥

∥

∥

L1(Rn)

.

Ce résultat permet de faire de la quantification, i.e. établi r une bijection, mo-
dulo les régularisants, entre lesopérateurspseudo-diff érentielset les symboles

THÉORÈME 8. Soit A∈ Lm
ρ,δ propre, donńepar unsymbolea∈

Sm
ρ,δ (Ω×Ω, Rn) tel que ρ > δ. Alors b(x,ξ) = e−i〈x,ξ〉A

(

ei〈.,ξ〉
)

∈ Sm
ρ,δ (Ω,Rn), dit

quantifié à gauche, admet le développement asymptotique

b(x,ξ) ∼ ∑
α∈Nn

i−|α|

α!

(

∂α
ξ ∂α

y a(x,y,ξ)
)

|y=x

de plus Au(x) = (2π)−n R

Ω ei〈x,ξ〉b(x,ξ)û(ξ)dξ pour tout u ∈ D (Ω). On appelle b le
symbole complet deA et on le notepar σA.

Les propriétés algébriques de passage à l’adjoint et la composition des opéra-
teurs se traduisent par des propriétés simples algébrico-diff érentielles sur leurs sym-
boles. Le calcul pseudo-diff érentiel est essentiellement :

1. Approché, danslesensoù lescalculsnesont pasexactes, mais seulement modulo
les régularisants.

2. Asymptotique. Exploitant le premier point, on acc̀ede aux parties homogènes
dans le développement asymptotique du symbole, d’où l’ importance des sym-
bolesclassiquesqui sont d’usage constant.

La transformée de Fourier joue un rôle important dans l’ étude des opérateurs
diff érentiels à coefficients constants et on veut étendre son rôle pour étudier les
opérateurs à coefficients variables. Là les opérateurs pseudo-diff érentiels, par leur in-
variance par diff éomorphisme, permettent d’ étendre les propriétés de la transformée
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de Fourier, qui sont li ées initialement à la structure de groupe de Rn, aux variétés
diff érentielles. On résume lesdeux approchesen deux théorèmes:

THÉORÈME 9 (opérateurs
quantification
−−−−−−−→ symboles).

1. Si a j ∈ S
mj

ρ,δ mj ↓ −∞ alors, il existe a∈ Sm0
ρ,δ tel quea∼ ∑ j≥0a j .

2. A∈ Lm
ρ,δ(Ω) propre⇔

e−i<x,ξ>A(ei<·,ξ>) ∼ ∑α∈Nn
i−|α|

α! ∂α
ξ ∂α

y a(x,y,ξ) |y=x.

3. A∈ Lm
ρ,δ(Ω) ⇔ e−i<x,ξ>A(χei<·,ξ>) ∈ Sm

ρ,δ(Ω) pour tout χ ∈ D (Ω).

4. Tout opérateur elli ptiqueadmet un inverse (uneparamétrixe).

5. Si A∈ Lm
ρ,δ alors A : Hs

comp(Ω) → Hs−m
loc (Ω) est continu.

THÉORÈME 10 (opérateurs
théorème desnoyaux de Schwartz
−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ distributions).

1. KA est C ∞ en dehors de la diagonale, et KA ∈ C k(Ω×Ω) si k < −(m+n).

2. KA ∈ C ∞(Ω×Ω)⇔ A∈
T

m∈R Lm
ρ,δ et A : E

′
→ E est continu.

3. Les deux projections π1|suppKA et π2|suppKA sont propres si et seulement si A :
D → D et A : E → E sont continus.

4. Pour tout A∈ Lm
ρ,δ il existe P∈ Lm

ρ,δ propre tel queA∼ P

5. suppsingAu⊂ suppsingu, ∀u∈ E
′
(Ω)

Démonstration. Voir A. Grigis, J. Sjostrand [10]

Trace sectionnelle d’une distr ibution sur une hypersur face Soit Ω un ouvert à
bord Γ, C ∞ et η un champ normal extérieur à Ω ; en vu d’ étudier les diff érentes traces
“sectionnelles” des distributions définies sur Ω ou Ωc et pour donner un sens à leur
prolongement, on a besoin de la notion de voisinage tubulaire. On va étudier le “com-
portement” de certains distributions au voisinage de Γ et ceci dans un système de co-
ordonńeescylindriquesqui permettent une séparation de variables. Le point de départ
est donńepar cettedéfinition

DÉFINITION 1. Soit U ∈ C k
(

I , D ′(Rn−1)
)

une famill e de distributions sur
Rn−1, de classe C k par rapport à un paramètre t ∈ I = ]−α,α[ on peut lui associer
injectivement unedistribution u∈ D ′ (Rn) en posant

< u, ϕ =

Z

I

< U(xn), ϕ(· , xn) > dxn pour ϕ ∈ D (Rn)

u est dite de classe C k en xn à valeur distribution en x′. Les traces sectionnelles de u
sur {xn = 0} sont desdistributionsD ′

(

Rn−1
)

, 0≤ j ≤ k définiespar

γ j u = γ0
(

D j
nu
)

= U ( j)(0)
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Voisinages tubulaires et sur faces parall èles Soit Ω un ouvert à bord Γ compact
et de classe C k, (k≥ 1) et soit η un champ normal extérieur à Ω. Pour δ > 0, on
définit un voisinage tubulaire de la surfaceΓ par Uδ = {z∈ Rn;d (z,Γ) < δ}. Comme
Γ est compact et z 7→ d (z,Γ) est continue, alors pour tout z∈ Rn il existe un point
p(z) ∈ Γ, pas nécessairement unique, qui minimise la distance de z à Γ, i.e. tel que
d (z,Γ) = ‖z− p(z)‖. Pour δ “suffisamment petit” , le point p(z) est unique et

Uδ = {z∈ Rn/∃t ∈ ]−δ,δ[ ;z= p(z)+ tη(p(z))}

Plusprécisément, ona le théorèmesuivant

THÉORÈME 11. Il existe δ > 0 tel que

Φ : Γ× ]−δ, δ[ −→ Uδ
(x, t) 7−→ Φ(x, t) = x+ tη(x)

est unC k−1-difféomorphisme, et la distancedeΦ(x, t) à Γ est d (Φ(x, t), Γ) = |t|.

Démonstration. Soit

φ : V −→ U ∩Γ
s= (s1, ...,sn−1) 7−→ φ(s) = (φ1(s), ...,φn(s))

une cartedeΓ et soit

F : V ×R −→ Rn

(s, t) 7−→ φ(s)+ tη(φ(s))

F est un diff éomorphismelocal car

det

(

DF
D(s, t)

)

t=0
=

∥

∥

∥

∥

∂φ
∂s1

∧ ...∧
∂φ

∂sn−1

∥

∥

∥

∥

6= 0

donc pour tout x∈U ∩Γ, il existe ε(x) > 0, pour lequel F est un diff éomorphismede
{(s, t)∈V×R, |s−φ−1(x)|< ε, |t|< ε} sur sonimage. Autrement dit, pour tout x∈ Γ,
il existe ε(x) > 0 tel que si x1 6= x2 dans B(x,ε)∩Γ et si |t| < ε alors {x1 + tη(x1)}∩
{x2 + tη(x2)} = ∅.
Par compacitédeΓ, on peut trouver unε “uniforme” pour tout lespointsdeΓ telleque,
si z est de la forme x+ tη(x) avec (x, t) ∈ Γ, il existe un seul (p, t) ∈ Γ× ]−ε, ε[, qui
vérifiez= p+ tη(p) et d (z, p(z)) = |t|.

Beaucoup detravaux récents sont fond́es sur l’ étudedel’opérateur Dirichlet-to-
NeumannDtN, appelé aussi opérateur de Steklov-Poincaré, notamment la méthodede
décomposition du domaine, où onapproxime cet opérateur, sur un bord fictif, par un
opérateur diff érentiel que l’onchercheà inverser. Du point devu numérique, c’est plus
simple d’ inverser un oṕerateur local et ça devient intéressant lorsque on a un control
sur cette approximation, .i.e. avoir debonnesestimations à priori.
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Opérateur Dir ichlet-to-Neumann DtN

Dans le cas d’un demi-espace, Ω = Rn
+ = {x = (x′,xn) ∈ Rn, xn > 0}, on

considère le problèmedeDirichlet
{
(

∆ +k2
)

u = 0, sur Ω
u = ei<� ,ξ′>, sur Γ

si l ’onchercheu sousla formeu(x′,xn) = ei<x′,ξ′>eaxn, alors
(

∆ +k2
)

u = 0 si et seule-

ment si a2− |ξ′|2 + k2 = 0. Pour une solution radiante sur Ω, on a a = −
√

|ξ′|2−k2

pour |ξ′| grand. Comme la donńeede Neumann est ∂u
∂xn

(x′,0) = aei<x′,ξ′>, l’opérateur

Dirichlet-to-NeumannDtN:u|Γ 7→ ∂u
∂η |Γ est tel que

e−i<x′,ξ′>DtN
(

ei<.,ξ′>
)

=
√

|ξ′|2−k2 pour |ξ′| grand.

et on d́eduit que DtN ∈ L1
1,0(Γ), de symbole a(ξ′) = |ξ′|, pour |ξ′| grand. Notons que

cet opérateur n’est pas local, en effet si u(x) = sink|x|/|x| est uneondesphérique alors

sur toute sphèreS(0, nπ), u est nulle et ∂u
∂η = (−1)nk

nπ . Pour un ouvert à bord Ω, on écrit
le problème dans un voisinage tubulaire du bord Γ sur lequel existe des coordonńees
tangentielles et une coordonńe normale et on se ramène au cas du demi espace ci-
dessus.

Méthode deCalderón

Les opérateurs pseudo-diff érentiels sont adaptés à l’ étude des problèmeselli p-
tiques. Connusous le nom de la méthode de Calderón, un problème aux limites el-
liptique se ramène en un problème pseudo-diff érentiel sur le bord. Les traces de toute
solution sont li ées par un projecteur ; ce qui permet de paramétrer les solutions du
problèmepar desdistributionsfrontièreset dedécomposer, en sommedirecte, l’espace
des traces.

Soit Ω un ouvert relativement compact de Rn, à bord Γ de classe C ∞ et P un
opérateur diff érentiel elli ptiqued’ordre2m. Si u∈ C ∞(Ω), on note

u◦ =

{

u dansΩ,

0 dansRn\Ω.

on a alors la formule de sauts Pu◦ = (Pu)◦ + N · (γu) où N est un oṕerateur linéaire
continuE (Γ) → D ′

Γ(Rn) indépendant de u. Si Q est uneparamétrixedeP alors : u◦ =
Q · (Pu)◦ + Q · (N · (γu)) on montre alors que Q poss̀ede la propriété de transmission,
i.e. la distribution Qf ◦ a une restriction à Ω, qui est une fonction C ∞ admettant, ainsi
quetoutesesdérivées, unelimite en tout point deΓ, i.e. conservelarégularité jusqu’au
bord.

Si u∈ C ∞(Ω) telle que

{

Pu = f
γu = g

alors g = γ(Qf ◦)+ γ(Q(N ·g)) on montre

que l’opérateur matriciel C : g 7−→ γ(Q(N ·g)) est un oṕerateur pseudo-diff érentiel et
un projecteur, appeléprojecteur deCalderón relatif à la paramétrixeQ.
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le casd’un demi espaceR3
+ : Posons

u◦(x) =

{

u(x) si x3 ≥ 0,
0 si x3 < 0.

Une intégration par partiesdonne:

〈

∂
∂x3

u◦, ϕ
〉

=

〈(

∂
∂x3

u

)◦

, ϕ
〉

+

Z

R2
u(x′,0)ϕ(x′,0)dx′

=

〈(

∂
∂x3

u

)◦

, ϕ
〉

+
〈

γ0u⊗ δ(x3=0), ϕ
〉

On déduit que:

∂x3u◦ = (∂x3u)◦ + γ0u⊗ δ(x3=0) et ∂2
x3

u◦

=
(

∂2
x3

u
)◦

+ γ0u⊗ δ′(x3=0) + γ1u⊗ δ(x3=0)

d’autrepart, puisque lesdérivées tangentiellesnedonnent aucunsaut, ona

(∆ +k2)u◦ =
(

(∆ +k2)u
)◦

+ γ0u⊗ δ′(x3=0) + γ1u⊗ δ(x3=0)

par suite, si Q est uneparamétrixede∆ +k2 et si (∆ +k2)u = f alors :

(7) u◦ +Ru◦ = Qf ◦ +Q
(

γ0u⊗ δ′(x3=0)

)

+Q
(

γ1u⊗ δ(x3=0)

)

où R est un oṕerateur régularisant.

THÉORÈME 12. L’opérateur K : u 7−→Q(u⊗ δ)
∣

∣

R3
+

est continu deE (R2) dans

E (R3
+) et si u∈ D ′(R2) alors Ku a des traces sectionnellesde tout ordre.

Démonstration. Si q(ξ) = 1
k2−|ξ|2 pour |ξ| grand, alors l’opérateur pseudo-diff érentiel

associé est uneparamétrixede ∆ +k2 et ona

1
k2−|ξ|2

=
J

∑
m=0

−k2m

|ξ|2m+2 +
k2J+2

|ξ|2J+2
(

k2−|ξ|2
) , ∀J ≥ 0

c’est-à-dire 1
k2−|ξ|2

∼
+∞
∑

m=0

−k2m

|ξ|2m+2 . Posons

RJ(ξ) =







1
k2−|ξ|2 si |ξ| < 1,

1
k2−|ξ|2 −

J
∑

m=0

−k2m

|ξ|2m+2 si |ξ| ≥ 1
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et soient u∈ E ′(R3
+) et Φ ∈ D (R3), ona alors

〈Qu,Φ〉 =
J

∑
m=0

(2π)−3
Z

|ξ|≥1

û(ξ)





Z

R3

ei〈x,ξ〉 −k2m

|ξ|2m+2 Φ(x)dx



dξ

+(2π)−3
Z

R3

û(ξ)





Z

Rn

ei〈x,ξ〉RJ(ξ)Φ(x)dx



dξ

il suffit maintenant d’ étudier 〈Amu,Φ〉 =
R

|ξ|≥1 û(ξ)
(

R

R3 ei〈x,ξ〉 1
|ξ|2mΦ(x)dx

)

dξ.

Comme la fonction F(ξ′,ξ3) =
R

R3 ei〈x,ξ〉 1
|ξ|2mΦ(x)dx est à décroissance rapide en ξ,

pour ξ′ ∈ R2 et Imξ3 ≥ 0 et la fonction û(ξ′, ξ3) est àdécroissancelente, ona alorspar
le théorèmedesrésidus, si suppΦ ⊂ R3

+

〈Amu,Φ〉 =

Z

R2

dξ′
Z

Γξ′

û(ξ′, z)F(ξ′, z)dz

où Γξ′ = {z∈ C, |z| = R|ξ′| et Imz≥ 0}∪
[

−R|ξ′|, R|ξ′|
]

chemin qui entoure le pôle
dez 7→ 1

(|ξ′|2+z2)
m , avecImz≥ 0. Si on prendΦ(x) = ϕ(x′)⊗ψ(x3) avecsuppψ ⊂ R+,

onaura

〈Amu, ϕ⊗ψ〉=

Z

R2

dξ′
Z

Γξ′

û(ξ′,z)





Z

R3

ei〈x,(ξ′,z)〉 1
(|ξ′|2 +z2)mϕ(x′)ψ(xn)dx′dx3



dz=

Z

R+

ψ(x3)dx3

Z

R2







Z

Γξ′

û(ξ′,z)dz
Z

R2

ei〈x,(ξ′ ,z)〉 1
(|ξ′|2 +z2)mϕ(x′)dx′






dξ′

de là on d́eduit que Amu ∈ C ∞(R+,D ′(R2)). En effet, Amu coincide, sur R+, avec la
fonctionC ∞

x3 7−→ ϕ 7−→

Z

R2







Z

Γξ′

û(ξ′,z)dz
Z

R2

ei〈x,(ξ′ ,z)〉 1

(|ξ′|2 +z2)
mϕ(x′)dx′






dξ′

D’après (7) ona :

γ0u = lim
x3→0+

u◦ = lim
x3→0+

Qf ◦ + lim
x3→0+

Q
(

γ0u⊗ δ′(x3=0)

)

+ lim
x3→0+

Q
(

γ1u⊗ δ(x3=0)

)

− lim
x3→0+

Ru◦
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et

γ1u = lim
x3→0+

∂x3u◦ = lim
x3→0+

∂x3Qf ◦ + lim
x3→0+

∂x3Q
(

γ0u⊗ δ′(x3=0)

)

+ lim
x3→0+

∂Q
x3

(

γ1u⊗ δ(x3=0)

)

− lim
x3→0+

∂x3Ru◦

Nousallonsmontrer que lesopérateursdu type :

u 7→ lim
x3→0+

∂µ
x3

Q
(

u⊗ δ(ν)
(x3=0)

)

, pour µ, ν = 0,1 et u∈ D (R2)

sont desopérateurspseudo-diff érentiels.

THÉORÈME 13. On a les résultats suivants :

1. L’opérateur Su(x′) = limx3→0+ Q
(

u⊗ δ(x3=0)

)

(x′,x3) est un oṕerateur pseudo-
différentiel d’ordre−1, desymboleprincipal s(ξ′) = −1/2|ξ′|.

2. L’opérateur Du(x′) = limx3→0+ Q
(

∂x3

(

u⊗ δ(x3=0)

))

(x′,x3) est un oṕerateur
pseudo-différentiel d’ordre0, desymboleprincipal d(ξ′) = 1/2.

3. l’opérateur D′u(x′) = limx3→0+ ∂xnQ
(

u⊗ δ(x3=0)

)

(x′,x3) est un oṕerateur
pseudo-différentiel d’ordre0, desymboleprincipal d′(ξ′) = 1/2.

4. L’opérateur Tu(x′) = limx3→0+ ∂x3Q
(

∂x3

(

u⊗ δ(x3=0)

))

(x′,x3) est un oṕerateur
pseudo-différentiel d’ordre1, desymboleprincipal t (ξ′) = −|ξ′|/2.

Démonstration. Commelesymbole complet delaparamétrixeQ est donńepar q(ξ)∼

∑m≥0
−k2m

|ξ|2m+2 , onadonc

∂µ
x3

Q
(

u⊗ δ(ν)
(x3=0)

)

=
1

(2π)3

Z

R3
ei<x,ξ>

(

∑
m≥0

−k2m

|ξ|2m+2

)

û(ξ′)(iξn)
µ+ν dξ+R1u

où R1 est un oṕerateur régularisant. Il suffit donc de calculer :

1
(2π)3

Z

R3
ei<x,ξ>−k2m(iξ3)

µ+ν

|ξ|2m+2 û(ξ′)dξ =

1
(2π)2

Z

R2
ei<x′,ξ′>

(

1
2π

Z +∞

−∞
eix3ξ3

−k2m(iξ3)
µ+ν

(|ξ′|2 + ξ2
3)

m+1
dξ3

)

û(ξ′)dξ′

et de faire tendre x3 vers 0 par valeurs supérieures. le calcul s’achève à l’aide d’un
calcul de résiduau point z= iλ dans le lemmesuivant :

LEMM E 3. Pour tout λ > 0 on a

1.

Im(x) =
1
2π

Z +∞

−∞

eixz

(z2 + λ2)m+1 dz

=

(

m

∑
k=0

Ck
m+k

(m−k)!
·

1
(2xλ)k

)

·
( x

2λ

)m
·
e−xλ

2λ
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lim
x→0

Im(x) =
(2m)!

22m+1(m!)2 ·
1

λ2m+1

2. pour m≥ 2

Jm(x) =
1
2π

Z +∞

−∞

izeixz

(z2 + λ2)m+1 dz=

−
( x

2λ

)m−1
e−λx/4λ2

(

λx
m!

+
m−2

∑
k=0

(m+k)!
m!(k+1)!(m−k−2)!

·
1

(2λx)k

)

,

J0(x) = −e−λx/2, J1(x) = −xe−λx

2 , limx→0 Jm(x) =

{

−1/2, m= 0
0, m≥ 1

3.

Km(x) =
1
2π

Z +∞

−∞

−z2eixz

(z2 + λ2)m+1 dz=

( x
2λ

)m−1 e−λx

2λ

(

λx
2

m

∑
k=0

Cm
m+k

(m−k)!
·

1
(2λx)k −

m−1

∑
k=0

Cm−1
m+k−1

(m−k−1)!
·

1
(2λx)k

)

K0(x) = λe−λx/2, limx→0 Km(x) =







λ/2, m= 0
−m(2m−2)!

22m(m!)2 ·
1

λ2m−1 , m≥ 1

Le théorèmes’en déduit en prenant λ = |ξ′|.

Le cas d’un ouvert à bord : Soit Ω un ouvert à bord Γ compact et de classe C ∞,
paramétré par φ, et soit η un champ normal extérieur à Ω. Sur un voisinage tubulaire
de la surfaceΓ,

Uδ =
{

x∈ R3, x = φ(s)+ rη(φ(s)) , −δ < r < δ
}

,

ona

u(x) = v(s, r), u◦ = v◦ =

{

v(s, r) si 0≤ r < δ
0 si − δ < r < 0

γ0u = v(s,0) et γ1u = ∂rv(s,0).
DansUδ ona

(

∆ +k2
)

·u= ∂2
r v−2Hr∂rv+∆0v+k2v où ∆0 est l’opérateur deLaplace-

Beltrami (qui comporte que des dérivées tangentielles) et Hr est la courburemoyenne
de la surface parall èle Γr =

{

x∈ R3, x = φ(s)+ rη(φ(s))
}

. Notons que
Hr = Kr+H

Kr2+2Hr+1
où K et H sont, respectivement, la courbure de Gausset la courbure

moyennedeΓ, voir [2]. Par conséquent,

(

∆ +k2) ·u◦ = ∂2
r v◦−2Hr∂rv

◦ + ∆0v
◦ +k2v◦

=
(

∂2
r v
)◦

+ ∂rv(s,0)⊗ δ(r=0) +v(s,0)⊗ ∂rδ(r=0)

−2Hr
(

(∂rv)
◦ +v(s,0)⊗ δ(r=0)

)

+ ∆0v
◦ +k2v◦
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donc (∆ +k2) ·u◦ = f ◦ +v(s,0)⊗ (∂r −2Hr)δ(r=0) + ∂rv(s,0)⊗ δ(r=0),
u◦ = Q. f ◦ +Q

(

v(s,0)⊗ (∂r −2Hr)δ(r=0)

)

+Q
(

∂rv(s,0)⊗ δ(r=0)

)

+R.u◦ et

γ0v = γ0Q. f ◦ + lim
r→0+

Q
(

v(s,0)⊗ (∂r −2Hr)δ(r=0)

)

+ lim
r→0+

Q
(

∂rv(s,0)⊗ δ(r=0)

)

+ γ0Ru◦

γ1v = γ1Q. f ◦ + lim
r→0+

∂rQ
(

v(s,0)⊗ (∂r −2Hr)δ(r=0)

)

+ lim
r→0+

∂rQ
(

∂rv(s,0)⊗ δ(r=0)

)

+ γ1Ru◦

Le Théorème13 permet d’ écrire :

1. D : v 7→ limr→0+ Q
(

v⊗ (∂r −2Hr)δ(r=0)

)

est un oṕerateur pseudo-diff érentiel
d’ordre0, desymboleprincipal D(ξ′) = 1/2+H/|ξ′|.

2. S : v 7→ limr→0+ Q
(

v⊗ δ(r=0)

)

est un oṕerateur pseudo-diff érentiel d’ordre−1,
desymboleprincipal S(ξ′) = −1/2|ξ′|.

3. T : v 7→ limr→0+ ∂rQ
(

v⊗ (∂r −2Hr)δ(r=0)

)

est un oṕerateur pseudo-diff érentiel
d’ordre1, desymboleprincipal T(ξ′) = −H−|ξ′|/2.

4. D′ : v 7→ limr→0+ ∂rQ
(

v⊗ δ(r=0)

)

est un oṕerateur pseudo-diff érentiel d’ordre0,
desymboleprincipal D′(ξ′) = 1/2.

Finalement

γ0u =γ0Q. f ◦ +Dγ0u+Sγ1u+ γ0R.u◦

γ1u =γ1Q. f ◦ +Tγ0u+D′γ1u+ γ1R.u◦

où S,D,D′,T sont desopérateurspseudo-diff érentiels.
L’opérateur matriciel C =

(

D S
T D′

)

est un projecteur danslesensC2−C est régularisant,
ona pour les symbolesprincipals

σC2−C =

(

1
2 + H

|ξ′|
−1

2|ξ′|
−H − |ξ′|

2
1
2

)2

−

(

1
2 + H

|ξ′|
−1
2|ξ′|

−H − |ξ′|
2

1
2

)

=

(

H2

|ξ′ |2 + H
2|ξ′|

−H
2|ξ′|2

−H
2 − H2

|ξ′|
H

2|ξ′|

)

Ceci permet de trouver une relation entre les donńees Dirichlet et Neumann du
problème de Helmholtz, ce qui donne l’essence même de la méthode des équations
intégrales.

4.2. Méthode des équations intégrales

On introduit ici les potentiels de simple et de double couche, pour étudier le
problèmedeDirichlet et deNeumann. Soit Ω un ouvert àbord compact et connexe. La
solution fondamentalede l’opérateur de Helmholtz est donńeepar

Ek(x,y) =
1

4π|x−y|
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Les potentiels de simple et de double couche, d’une fonction φ définie sur le bord Γ,
sont donńespour tout x∈ R3\Γ,

S(x) =

Z

Γ
Ek(x,y)φ(y)dµ(y)

D(x) =

Z

Γ

∂Ek

∂η(y)
(x,y)φ(y)dµ(y)

Pour une fonction v définie sur R3 \Γ et pour x ∈ Γ on note v+(x), respectivement
v−(x), la limite, lorsqu’elle existe, de v(z) lorsquez tend versx pour z∈ Ωc = R3 \ Ω̄,
respectivement z∈ Ω. On a les formulesdesauts à travers la surfaceΓ

PROPOSITION 1. Pour x∈ Γ, on a

1. S+(x) = S−(x) = Skφ(x) et ∂
∂η S±(x) = ∓ 1

2φ(x)+D′
kφ(x).

2. D±(x) = ± 1
2φ(x)+Dkφ(x) et ∂

∂η D+(x) = ∂
∂η D−(x) = Tkφ(x).

où Sk, Dk, D′
k et Tk sont lesopérateurs frontières

Skφ(x) =

Z

Γ
Ek(x,y)φ(y)dµ(y)

Dkφ(x) =
Z

Γ

∂Ek

∂η(y)
(x,y)φ(y)dµ(y)

D′
kφ(x) =

Z

Γ

∂Ek

∂η(x)
(x,y)φ(y)dµ(y)

Tkφ(x) =
∂

∂η(x)

Z

Γ

∂Ek

∂η(y)
(x,y)φ(y)dµ(y)

Démonstration. Voir M.E Taylor [21], pages33-41.

PROPOSITION 2. 1. Sk est un oṕerateur pseudodifférentiel d’ordre−1, el-
liptique et auto-adjoint.

2. Dk et son adjoint D′
k sont desopérateurs pseudodifférentielsd’ordre−1.

3. Tk est un oṕerateur pseudodifférentiel d’ordre1, elli ptique et auto-adjoint.

Démonstration. Voir M.E Taylor [21], pages33-41.

Projecteursde Calderón

Le théorème de représentation et les formulesde sauts conduisent à l’ équation
suivantesur le bord :

(

γ0u
γ1u

)

=

(1
2 id+Dk −Sk

Tk
1
2 id−D′

k

)(

γ0u
γ1u

)

On déduit que:
(

γ0u
γ1u

)

=

(

2Dk −2Sk

2Tk −2D′
k

)(

γ0u
γ1u

)
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Cet opérateur matriciel est dit projecteur de Calderón, les donńees de Dirichlet et de
Neumann sont li ées par deux équations intégrales sur le bord, il est crucial de noter
qu’on peut choisir judicieusement une combinaison des deux équations intégrales en
casoù l’unedesdeux n’est pasuniquement résoluble.

Opérateursde Fredholm

Un oṕerateur T : E → F , entre deux espaces de Banach, est de Fredholm s’ il
est continu et admet un inverse “paramétrixe” modulo les opérateurs compacts. Dans
ce cas lenoyau et le co-noyau deT sont dedimensionfinie et l’ imagedeT est fermée.
On définit l ’ indice deT par

indT = dim(kerT)−dim(F/ImT)

Si on note :

Fred(E,F) ={T : E → F, opérateur deFredholm}

Comp(E,F) ={T : E → F, opérateur compact}

On a lespropriétésessentielles suivantes:

PROPOSITION 3. 1. Si T ∈ Fred(E,F) alors T∗ ∈ Fred(F ′,E′) et indT∗ =
−indT.

2. Si T ∈ L(E,F) et S1,S2 ∈ L(F,E) telsque

S1T − idE ∈ Comp(E) et TS2− idF ∈ Comp(F)

alors T est deFredholm.

3. Si T ∈ Fred(E,F) et K ∈ Comp(E,F), alors T +K ∈ Fred(E,F).

4. Si T ∈ Fred(E,F) et S∈ Fred(F,G) alors ST ∈ Fred(E,G) et

indST = indS+ indT

5. ind: Fred(E,F)→Z est continuedonc constantesur chaque composante connexe
de Fred(E,F). En particulier, si T ∈ Fred(E,F) et K ∈ Comp(E,F), alors
ind(T +K) = indT.

Démonstration. Voir J.C Saut [20].

L’existenced’uneparamétrixepour un oṕerateur elli ptiqueva entrâıner la chose
importantesuivante

THÉORÈME 14. Soit A un oṕerateur pseudo-différentiel elli ptique, d’ordre m
sur une variété compacteM, alors

1. A est un oṕerateur deFredholmdeHs(M) dansHs−m(M) pour tout s.
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2. indA dépendseulement dusymboleprincipal σA, et non des.

Démonstration. 1. Si Q est une paramétrixe de A alors QA− I et AQ− I sont
régularisants donc compacts (grace au lemme de Relli ch), par suite A est de
Fredholm.

2. CommeA et A∗ sont elli ptiques, alorskerA⊂ C ∞(M) et Hs−m(M)/ImA⋍ kerA∗

⊂ C ∞(M) et ceci indépendamment de s. A = Ā+R où Ā est l’opérateur associé
au symbole principal de A et R est d’ordrestrictement inférieur à m, R est donc
compact et par conséquent indA = indĀ.

Repr ésentation deBrakhage-Werner

Problème de Dir ichlet extérieur Lorsqu’on utili se le potentiel de simple couche
pour traiter le problèmedeDirichlet

{

(∆ +k2)u(x) = 0, sur Ωc

γ0u = g, sur Γ

onest amené à résoudre l’ équation intégrale :

Sk (γ1u)(x) =

(

−
1
2

id+Dk

)

g(x), x∈ Γ

L’opérateur Sk : Hs(Γ)→Hs+1(Γ) est unisomorphismesi et seulement si −k2 n’est pas
valeur propredu problèmede Dirichlet intérieur. En effet, Comme Sk est un oṕerateur
pseudo-diff érentiel elli ptique et auto-adjoint, il est deFredholm d’ indicenul ; il est est
donc bijectif si et seulement s’ il est injectif (resp. surjectif). D’autre part si w est une
solution, nonidentiquement nulle, du problèmedeDirichlet intérieur

{

∆u(x) = −k2u(x), x∈ Ω
u|Γ ≡ 0

et d’après la représentation intégralew = −D(γ0w)+S(γ1w), γ1w 6≡ 0. On déduit de la
formuledesaut queSk(γ1w) ≡ 0, cequi veut direqueSk n’est pasun isomorphisme.
On peut considérer l’autre équation intégrale

(

1
2

id+D′
k

)

(γ1u)(x) = Tkg(x), x∈ Γ

de même, on montre que l’opérateur L = 1
2 id+ D′

k est bijectif si et seulement si −k2

n’est une valeur propre du problème de Neumann intérieur. La question de savoir si
un réel donńe est valeur propre du laplacien n’est simple que pour des géométries
du domaine particuli ères. Pour éviter cette difficulté, qui est due à la méthode et non
à la nature du problème, il est nécessaire de développer des méthodes qui donnent
des équations intégralesuniquement résolublespour tout nombred’ondesk > 0. On a
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dévelopṕe essentiellement deux approches, lapremière consisteà faireunereprésenta-
tion intégrale avecune solution fondamentalemodifiée, la seconde, qui nous intéresse
ici et qui est due à Brakhage et Werner, consiste à faireunereprésentationen potentiel
simple et double couche combinés. Si onchercheu sous la forme

u(x) =

Z

Γ

(

∂Ek

∂η(y)
(x−y)− iEk(x−y)

)

φ(y)dµ(y), x∈ R3\Ω̄

alors, u est solution du problèmedeDirichlet extérieur si et seulement si

(id+2Dk−2iSk)φ = 2g.

CommeDk, Sk : Hs(Γ) → Hs(Γ) sont compacts, alors id+2Dk−2iSk est deFredholm
d’ indice nul ; pour montrer que c’est un isomorphisme il suffit de montrer qu’ il est
injectif. Si φ ∈ ker(id+ 2Dk − 2iSk), i.e. u+ ≡ 0 alors u ≡ 0 sur R3\Ω̄, par unicité

du problème extérieur. Les formules de sauts donnent −u− = φ et −
(

∂u
∂η

)

−
= iφ, la

première formuledeGreen donne

i
Z

Γ

|φ(y)|2 dµ(y) =
Z

Γ

u−(y)

(

∂u
∂η

)

−

(y)dµ(y) =
Z

Ω

(

|∇u(x)|2−k2 |u(x)|2
)

dx

en prenant lapartieimaginairedepart et d’autre, on d́eduit queφ≡ 0, d’où labijectivité
de id+2Dk−2iSk et

u(x) = 2
Z

Γ

(

∂Ek

∂η(y)
(x−y)− iEk(x−y)

)

(id+2Dk−2iSk)
−1g(y)dµ(y)

est l’uniquesolution du problèmedeDirichlet extérieur et elle dépendcontinûment de
g pour lanormede la convergenceuniforme.

Le problèmede Neumann extérieur On chercheu sous la forme

u(x) =

Z

Γ

(

Ek(x−y)φ(y)+ i
∂Ek

∂η(y)
(x−y)S2

0φ(y)

)

dµ(y)

où S0 est le potentiel de simple couche pour k = 0. u est solution du problème de
Neumannextérieur

{

(∆ +k2)u(x) = 0, sur Ωc

γ1u = g, sur Γ

si et seulement si
(id−2D′

k−2iTkS
2
0)φ = −2g.

L’opérateur D′
k + iTkS2

0 : Hs(Γ) → Hs(Ω) étant compact, pour montrer que id−2D′
k−

2iTkS2
0 est un isomorphisme, il suffit alors de vérifier son injectivité. Si φ ∈ ker(id−
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2D′
k−2iTkS2

0), i.e.
(

∂u
∂η

)

+
≡ 0 alorsu≡ 0 sur R3\Ω̄, par unicitédu problème extérieur.

Les formulesdesautsdonnent

−u− = −iS2
0φ et −

(

∂u
∂η

)

−

= −φ,

la formuledeGreen donne

i
Z

Γ

|S0φ(y)|2 dµ(y) = i
Z

Γ

φS2
0φ̄(y)dµ(y)

=

Z

Γ

u−(y)

(

∂u
∂η

)

−

(y)dµ(y) =

Z

Ω

(

|∇u(x)|2−k2|u(x)|2
)

dx

de là on a S0φ ≡ 0 et par le principe du maximum pour les fonctions harmoniques
on d́eduit que φ ≡ 0. Finalement, le problème de Neumann extérieur admet l’unique
solution

u(x) = −2
Z

Γ

(

Ek(x−y)(id−2D′
k−2iTkS

2
0)

−1+

i
∂Ek

∂η(y)
(x−y)S2

0(id−D′
k− iTkS

2
0)

−1
)

g(y)dµ(y)

qui dépendcontinûment deg pour la normede la convergenceuniforme.

5. Conclusion

Le problème de Helmholtz extérieur avec condition de Dirichlet, ou de Neu-
mann, est bien posé au sens de Hadamard, i.e. on a existence, unicité et dépendance
continue de la solution par rapport aux donńees. La recherche et la mise en œuvre
des méthodesnumériques, adaptées aux problèmesde Helmholtz extérieur, sont donc
justifiées et la méthode des équations intégrales en est l’exemple le plus approprié.
Cette méthode permet de ramener un problème posé sur un domaine non borné en un
autre, plus facile, posésur un domaineborné et dedimension inférieure. Toutefois, les
opérateurs frontières qui donnent la solution sont des opérateurs pseudo-diff érentiels
nonlocaux, cequi entrâıneque les systèmesdiscrets résultants, sont constituésdema-
trices plaines. L’ inversion de cetype de matrice est un vrai défi pour les numériciens
et nécessite des techniques particuli ères de préconditionnement ou d’acćelération de
convergence, ditesméthodesde fast-multipôle.

Nous avons constater, tout au long de cetravail , la puissancede l’analyse mi-
crolocale. Il nousparait très intéressant, et une continuation de cetravail , de considérer
les problèmes de Helmholtz inverses et d’ étudier de près les opérateurs Dirichlet-to-
NeumannDtN et l’opérateur F : u 7→ u∞ qui relielasolution du problèmedeHelmholtz
extérieur à son champ acoustique lointain. Il sera crucial de pouvoir utili ser l’analyse
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microlocale et les méthodes numériques, qui y sont adaptées, pour régler quelques
problèmesdeHelmholtz inverses.

Notons enfin qu’ il sera très intéressant d’adapter le calcul pseudo-diff érentiel
à des géométries moins réguli ères, étant donńe que la physique mathématique est
riche en situations singuli ères, notamment lipschitziennes et la théorie des opérateurs
pseudo-diff érentielle, telle exposée ici, ne permet guère mieux que d’atteindre des
résultatsmod.C ∞.
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