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SUR LE PROBLEME DE HELMHOLTZ

Résumeé. L' objet de ced article est de traiter un probléme aux limites elli ptique, dit de Helm-
haltz, qui intervient lors delarésolution dansle domaine spedral, du probleme de diffradion
d’ondes par un otstade. Le but est de montrer, graceala méthoce des équations intégrales et
en s appuyant sur les résultats d’ opérateurs pseudo-differentiels et d’ opérateurs de Fredhdm,
gue le probleme extérieur est bien pasé au sens de Hadamard, i.e. I existence, I'unicité & la
dépendance ontinue de lasolution per rappart aux donrees.

Le plan sera le suivant : on commencera par une petite introduction de I’ origine physique
du probléme de Helmhaltz, puis al’aide d’'un théoreme de représentation intégrale on exa-
mineralaquestion d unicité; ensuite, pour aboutir al’ existence, on passera en revue quelques
résultats d' analyse microlocde, onintroduralaméthode des équations intégrales et onconclura
I’existence al’aide de la théorie de Fredhdm.

Nous ne prétendors nulement que cetravail est nouveau, du padnt de vue de I'anayse
mathématique, voir natre bibliographie ou des résultats plus généraux existent. Nous avons
plutdt essayer, de point de vue de I'anadyse mathématique, d attirer I’ attention sur certaines
techniques avancées, tels que les opérateurs pseudo-differentiels et les projedeurs de Cal-
derdn qu nous ont permis de mieux formuler mathématiquement |e probléme de Helmhaltz.

1. Introduction

Dans la théorie linédre des ondes, on peut distinguer deux classes : d’ une part

les ondes mécaniques, qui nécesstent un mili eu matériel pour se propager, un fluide
pour les ondes acoustiques et un solide pour les ondes Elastiques (ondes dsmiques),
et d'autre part, les ondes éledromagnétiques qui peuvent se propager dans le vide. On
S est intérese ala diffradtion d ondes acustiques par un otstade régulier de R3. Le
choix est dans un souci de darté, quant a la méthode, elle est générale & s applique
parfaitement aux autres cas, voir D. Colton, R. Kress[6].
Considérons la propagation d une onde aoustique, de petite anplitude, produte par
une petite perturbation dans un fluide homogeéne & isotrope de R3. L'equation des
ondes : dyP — c?AP = 0 ou ¢ est la vitesse du son dans le milieu et P représente
le champ presson oule potentiel de vitesse (selon le modele étudié) est déduite par
linéaisation des équations du mouvement des fluides (équation d Euler, équation de
continuité & I’ hypahese adiabatique), voir D. Colton, R. Kress[6]. Lorsqu oncherche
arésoude cdte équation dans le domaine spedral, en considérant les ondes harmo-
niques : P(t,x) = Re(e”'“u(x)) avecfréquencew > 0, on s apercoit que u, qui est &
valeur complexe, vérifie I"equation dte de Helmholtz :

(1) (A+Kk)u=0
ou k=2 > 0est lenombred onde. L’ onde continue sa propagationjusqu’ a cequ' elle
rencontre un otstade, i.e. un mili eu nonrhomogene déli mité par une surfaceréguliére,

et le phénomene de diffradion de |’ onde par cet obstade se produit.
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U(Totale)=  U(incidente) +U(diffractée)

FiG. 1 — dffradion d ondes.

2. Position du probleme

Le probleme sera de déterminer I’ onde diffradée uyg connaissant I’onde inci-
dente u;, qui est mesuréesur la surface et sachant quel’ ondetotale ut = u; + ug, U; €t
Ug Vérifient I"equation de Helmholtz (1). On a esentiellement les condtionsaux bards
suivantes :

@) (A-I— kz) ur =0dansQ®  sound-soft surface (A-f- k2) Ug = 0 dansQ°
ur =0surl” Ug=—usurl’

our _ g _ _ 0y
an =0surl’ n = —on surl”

A3) { (A+K2)ur =0dansQ°®  sound-hard surface { (A+K?) ug = 0 dansQ°®
{ (A+K2) ur =0dansQ®  impedance { (A+K2) ug = 0 dansQ®

- —_— - H .
"(.,—“nT+|)\uT:05url' (A>0) %%H)\ud:—(%ﬁ)\ui)surr
Le travail qui va suivre sera focdisé sur le probleme de Helmhaltz extérieur de type
Dirichlet (2) et de type Neumann (3).

Deux famill esimportantes de solutions, au probléme de Helmholtz, sont donrés:
1) Ondes sphériques : u(x) = SnKX gt une solution radiale du probleme (1).

=K
2) Ondes planes : u(x) = %9 oud e S? (sphére unité de R3), est une so-
lution du pobléme (1), dite onde plane ca &k*xd)~w) est constante sur les
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plans {k(x,d) — wt = c'®}. Elles = propagent avecla vitesse ¢ dansladirec
tiond.
Le probléme de Helmholtz sur tout I’ espaceR® admet dorc une infinité de solution,
pou réaupérer I’ unicité dans ce passage ai damaine spedral il faut impaser des cond-
tions de comportements al’infini dites condtions de radiation de Sannerfeld. On dit
que u est radiante ou \érifie la condtion del’ once sortante, s

(4 (0r—ikju=o <%>
lorsque r = [x| — +oo uniformément dans toutes les diredions. Ced est conforme
avecle modéle physique considéré, en effet si Jy = —31m [gq u%ds définit le flux

d'energieatraverslasphére S(O,r) aorsla condtion deradiation (4) implique

ui2
lim s +K?|u[242kim w2 ) ds—o
r—-oo on on

S(0,r)

cequi donrelim;_ . J > 0. Leflux denergie est dorc sortant et I’ oncde diffradéese
propage vers|’infini sans en revenir.

On verra, plusloin, quelescondtionsderadiation de Sommerfeld garantisent I’ unicité
du probléme extérieur de Dirichlet et de Neumann.

3. Unicitédu probleme extérieur

3.1. Théoréme de représentation

Le résultat de départ est basé sur les formules de Green et constitue une étape
importante dans la recherche d’ une solution au probléme de Helmhadltz, il est donré
par le théoreme de représentation suivant :

THEOREME 1. Sdt Q un owert de R3, borné & de dase 2 et soient :

N~ ={uec?(Q)nc(Q), aLex’ste uniformément, vx € '}

on(x)
N 200 ey U
N* ={uec*(Q%nc(Q), N existe uniformément, Vx € '}

ou
L (Cu(x+hn(x)), n(x))
on(x)  n—o* eon

et Q¢ =R3\ Q.

(i) Pour tout u € N—, solution du pobléme de Helmholtzintérieur, on a

OE,
an(y)

) = r/ (G B~ Uy g 5(x) ) vxe @
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(i) Pour tout u e N*, solutionradiante du probleme de Helmholtz extérieur,

) = [ (uy) g5 ()~ 3 B ) dply) e 0F

0

/ n(y)

ol By = % est une solution fondamentale de I’ opérateur de Helmholtz A + k2. De

plus, le résultat subsiste encore pour tout autre solution fondamentale.

Démonstration. Voir D. Colton, R. Kress[6]. O
Conséquences

e Toute solution du pobléme de Helmholtz est analytique. Pour le vérifier il
suffit de faire la représentation intégrale de la solution, sur une boue B(x, r)
entierement incluse dans le domaine, et utili ser le fait que Ex(x,y) est analy-
tique pour X # .

e Toute solution du pobleme de Helmholtz admet une représentationintégrale
en fonction de ses donrées de Dirichlet et de Neumann. Sachant que seule-
ment une des deux condtions est donréeg alors I’ alternative suivante s'im-
pose:

1. Eliminer ladonréeinconnte en chaisissant une solution fondementale
particuliere dite fonction de Green qui résout le probleme homogéene.
Cette méthode n'est simple que pou des domaines présentant des
symétries et ced par le principe de réflexion de Schwarz, voir G. Chen,
J. Zhou[5]. Notons que larecherche d’une fonction de Green est sou-
vent auss difficile que le probléme initial et elle n’existe méme pas,
pour certains stuations, d'ou les limites de cdte méthode.

2. Etablir une relation entre les donrées de Cauchy, ¢ est la méthode des
équationsintégrales. On est tenté de déterminer les traces de u direde-
ment sur sa représentationintégrale, pour cea on abesoin d etudier de
pres les potentiels de simple & de doutle uche :

o Sp00 = [ Ex(xy)@ty) duty)
r
0Ex
or— Do(x) = (x.y)e(y)du(y)
r/ on(y)

Le probleme de Helmhaltz intérieur N’ est pas uniquement résoluble pour tout nombre
d'once k, car le Lapladen possde des valeurs propres négatives dites valeurs de
résonance; onaunicité seulement en dehors de ces valeurs.

On va montrer I'unicité du probléme extérieur en utilisant un certain nambre de
résultats s appuyant esentiellement sur I’ analyticité de la solution.

THEOREME 2 (Champ amustique lointain). Toute solutionradiante de |’ équa-
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tion de Helmholtz extérieur a le comportement asymptotique

=55 (w0+0(3))

lorsque [x| — o0 uniformément danstoute les diredions X = ﬁ
Us, dit champ amustique lointain de u, est andytique & définie de fagons unique sur
la sphere unité S et admet |a représentation

—ik<Ry> o
() = r/ (u(y)% - 3—;‘<y>e-'k<x‘y>) duy) vRe S

Démonstration. [x—y| = /X2 —2(x,y) + |y|2= || — (&, y>+o(|x\) ona

aklx-yl elk\x\ ef'k<x Y10 1
amix—y| X |

LM:£<_ 0 e_.k<xy>+o<1)>
on(y) 4mx—y|  [x \4man(y) |X|

en injedant ces deux égalités dans la représentation intégrale de u, on oltient lorsque
X = +eo

u(x) =

é; (4n/ (07570 'k<xy>_g_:(y)eik<w>>d”(y)+o('%>>

L’ unicité de u. et sonanalyticité sur S s en déduisent diredement de sareprésentation
intégrale. |

THEOREME 3. Sdt u ure solution radiante de I’ équation de Helmholtz, alors
pou leflux d’ énergie a travers toute sphere S(0, r), on a

lim Jr:%k / w2 dls

r—-+4o

Démonstration. Tu(x) = ik x & (uoo (X)+0 (ﬁ)) lorsque || — +o0 par suite

X TN
. )
lim J = lim — —d =— / |Ueo| 2 ds
r—-o0 r—-4-00 2
S(0,1)

O

L e théoreme suivant est dii a Wil cox et représente, avecle lemme de Relli ch, la
base de tous les résultats d’ unicité pour le probleme de Helmholtz extérieur.
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THEOREME 4 (Développement de Wilcox). Sat u € ¢2(R3\ Q) une solution
radiante du probleme de Helmholtz et soit Ry grand, de sorte que S(0,Ry) c R3\ Q. S
r, 0 et ¢ dénctent les coordonrées hériquesde x, alors

_ el_kl’ g Fn(97¢)
T nZD rn

et cette série nverge absolument et uniformément, ainsi que toutes s dérivéees par-
tielles, pour tout r > Ry. Les coefficients F, sont liés par :

u(x)

1 .
== — _ >
Fn K (Do+n(n—1)id)Fy_1, Vn>1

ol o = g5 & (sine- %) + 55 0%22 est I’operateur de Laplace-Beltrami sur la

sphére unité 2.
Démonstration. Voir D. Colton, R. Kress[7] O

LEMME 1 (Lemme de Rellich). Sdt u ure solution radiante du probléme de
Helmholtz, si limr— ;e fiy_ [U(X)[?du(x) = 0. Alors, u= 0 sur R®\ Q.

Démonstration. fi,_, [u(x)[*dp(x) = 5™ /3" |Fo (8,$)|*sinded¢ + O (2), dorc Fo =
Oetu=0 pou |x| > Ry. Par analyticite, u= 0 sur R®\ Q O

LEMME 2. Sdt u € N* une solution radiante du probléme de Helmholtz. S
Im(frug—gdo) >0,alorsu=0sur R3\ Q.

On ale théoreme d’ unicité suivant

THEOREME 5. 1. Leproblémede Dirichlet exérieur admet au pus une so-
lution.

2. Le probléeme de Neumannextérieur admet au pus une solution.

Démonstration. C’est une conséquencedirede dulemme d-desaus, pour le probléme
de Neumann. Pour le probleme de Dirichlet, & qui on ne peut pas appliquer direde-
ment le lemme d-desaus puisque g—“ n’'existe pasapriori, on sereporteraa D. Colton,
R. Kress[6], (page 46-47), pour une démonstration &égante baséesur la formule de
Green. O

4. Existencede solutions

4.1. Approchemicrolocale

La théorie des opérateurs pseudo-differentiels a vu le jour suite aux articles
originaux de Hormander et de Kohnet Nirenberg. Elle aunifié dans un cadre général
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et élégant, les théories déja existantes des opérateurs intégraux singuiers, initi ées par
Girauld, Mikhlin, Calderdnet Zygmund Par la suite, beaucoup ce mathématiciens ont
contribué a cete théorie qui est devenue maintenant un odil i ndispensable dans la
théorie moderne des équations aux dérivées partiell es.

Tout opérateur delaforme:

®) Au) = (29" [[ & alx y, Eu(y) dydg
QxRN

est appelé opérateur pseudo-différentiel. Lafonctiona, dite symbole (ou amplitude) de
A, est réguliére & asymptotiquement homogéne dansle sensa € ¢ (Q x Q x R") tel
quepour 0<p,0<1:

VK € QxQ, Vae N, VBe N", 3c> 0,
V(xy, &) e Kx R, ID?X.WD?a(x, Y, &)| < c(1+|g|)mPIF+lel

Lg}) désigne I’ espace de ces opérateurs et ngs désigne I'espace des yymbadles. La
clase Lma contient les opérateurs differentiels & mefficients ¢ et une large dasse
d’ opérateurs intégraux, notamment les “ paramétrixes’ d opérateurs elli ptiques. Pour
donrer un sens a I’intégrale oscill ante (5) on dat passer par la topdogie des ym-
bdles et I'intégrale sera définie par densité. 11 y a deux approches pou construire une
algebre d’ opérateurs ur les variétés, suffisamment large en vu des applications aur les
problemes aux limites €elli ptiques, a savoir I’ approche “noyau” et I’ approche “symbo-
le”. Lapremiére est baséesur le théoreme des noyaux de Schwartz

THEOREME 6. Sdent X, Y deux owerts de R" et RP respedivement. Il y'a
une bijedion entre, d'une part les distributions K € ' (X x Y) et d’autre part les
opérateurs linéaires continus A : o (Y) — »/(X). 9 K € 9/ (X xY) on lui asocie
un operateur A linéaire continu en posant, pour tout u € o (Y), et tout v € D (X)

(6) (AUV) 57 (3) e () = (K VO U) iy (50v) o (x )

ouva u(x,y) = v(x)u(y). Redproquement, &ant donré un ogerateur linéaire continu
A:D(Y)— D' (X), il existeune & uneseuledistributionK € o/(X x Y) vérifiant (6),
K est appelé noyau dstribution de |’ opérateur A et est encore noté Ka ouK(x,y).

Démonstration. voir J. Chazaain, A. Piriou4] O

Le noyau distribution d un operateur A € mea est ¢® en dehorsdeladiagorale
de Q x Q, il enrésulte pour A lapropriété pseudo-locde:

suppsingAu C suppsingu.

Lorsguele noyau Ka € ¢ (Q x Q), I’opérateur A est dit régularisant et ced éguivaut
aA:£'(Q) — £(Q) continuet aA e LE.,DBO = mmeRLg‘,{,. L' approche “noyau’” permet
auss de définir les opérateurs propres, notion de nature topdogique nécessaire pour
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pouvdr composer les opérateurs sans les contraintes des suppats. On peut nous res-
treindre a cetype d’ opérateurs, vu que tout opérateur pseudo-differentiel est equivalent
aun operateur propre.

L' approche “symbole” est basée esentiellement sur la méthode de la phase station-
naire qui permet d'etudier le comportement asymptotique des intégrales dépendant
d un pramétre dutype | (A) = [, €2 u(x) dx, on ale résultat suivant

THEOREME 7. S Q est une matrice symétrique non cegénéréeg alors Yu €
D (R"), VN > 1

. N-1 3 & TsignQ K
e'%o(vQX)u(X) dx = M (% <DX’ QlDX>> u(0)

R &o K |detQ]2 A+
+Su(u, A)
ou signQ = #{valeurs propres > 0} — #{valeurs propres < 0}, et
c 1 N
a ~1
|SN(U7)\)‘SW Zn D (§<D7Q D>) u
a<n+1 LL(RM)

Ce résultat permet de faire de la quantification, i.e. établir une bijedion, mo-
dulo les régularisants, entre les opérateurs pseudo-differentielset les symboles

THEOREME 8. Sdt Ac Ly's propre, donrépar unsymbolea e
$5(Qx Q,R") tel que p > 5. Alors b(x,E) = e*i<X’E>A(ei<'=E>) € §5(Q,R"), dit

quantifié a gauche, admet le devdoppement asymptotique

j—lol

bix &)~ 3 o (atyd)) yex

de plus Au(x) = (2r) " [, €*¥b(x,&)A(E)dE pou tout u € D (Q). On applle b le
symbole complet de A et onle note par oa.

Les propriétés algébriques de passage a |’ adjoint et la composition des opéra-
teurs = traduisent par des propriétés smples algébrico-differentielles aur leurs ym-
boles. Le cdcul pseudo-differentiel est esentiellement :

1. Approché, dansle sensou lescdculsne sont pasexades, mais sulement moduo
les régularisants.

2. Asymptotique. Exploitant le premier point, on acéde aux parties homogenes
dans le développement asymptotique du symbole, d’ ou I'importance des ym-
boles classques qui sont d’ usage constant.

La transformée de Fourier joue un rble important dans I'etude des opérateurs
differentiels a ooefficients constants et on veut étendre son role pou étudier les
opérateurs a efficients variables. La les opérateurs pseudo-differentiels, par leur in-
variance par diffeomorphisme, permettent d’etendre les propriétés de la transformée
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de Fourier, qui sont liées initialement a la structure de groupe de R", aux variétés
differentielles. On résume les deux approches en deux théorémes :

quantificaion
_—

THEOREME 9 (opérateurs symboles).
1. Saj¢ ng"a m; | —oo alors, il existea € S tel quea~ 3j-0a;.
2. Ae LB‘@(Q) propre <
e XA ) ~ 3 e Lr 0208a(X Y. E) [yx.
3. AELT(Q) & e *EA(XETE) € §5(Q) pour tout X € D(Q).
4. Tout opérateur elli ptique admet uninverse (une paramétrixe).

5. SAcLjsalors At Homp(Q) — Hite (Q) est continu.

, N , théoréme des noyaux de Schwartz . . .
THEOREME 10 (opérateurs e distributions).

1. Ka est ¢ en dehors dela diagonde, et Ka € c¥(Q x Q) sik < —(m+n).
2. KAECm(QXQ)éAEﬂmeRLEBGtAZZ/HZ est continu.

3. Les deux projedions Tu |supk, € Th|suppk, SONt propres s et seulement si A
D — D etAl L — £ sont continus.

4. Pour toutAe nga il exsteP e Lg‘j propretel que A~ P
5. suppsingAu C suppsingy, Yu € EI(Q)
Démonstration. Voir A. Grigis, J. Sjostrand [10] O

Trace sedionnelle d’'une distribution sur une hypersurface Soit Q un ouwert a
bord I', ¢® et n un champ narmal extérieur 2 Q ; en vu detudier les differentestraces
“sedionnelles’ des distributions définies sur Q ou Q€ et pou donrer un sens a leur
prolongement, on a besoin de lanation de voisinage tubuaire. On va étudier le “com-
portement” de cetains distributions au voisinage de I et ced dans un systeme de -
ordonréses cylindriques qui permettent une séparation de variables. Le point de départ
est donre par cette définition

DEFINITION 1. Sat U € c¥ (I, »/(R""1)) une famille de distributions sur

R"1, de das ¢k par rappat & un paamétret € | = ]—a,a[ on peut lui associer
injedivement une distribution ue o’ (R") en posant

<u,¢:/<U(xn),¢(-,xn)>dxn pou ¢ € (R")
|

u est dite de das cK en x, a valeur distribution en X. Les traces dionrelles de u
sur {x, = 0} sont desdistributions o’ (R"1), 0 < j < k définies par

Yju= Yo (Dhu) =U(0)
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Voisinages tubulaires et surfaces paralléles Soit Q un ouwert a bord ' compad
et de das®e ¢, (k>1) et soit N un champ namal extérieur a Q. Pour & > 0, on
définit un vaisinage tubuaire de la surfacel” par Us = {ze R";d(z, ") < 8}. Comme
I est compad et z+— d(z ) est continue, alors pou tout z€ R" il existe un padnt
p(z) € I, pas nécessairement unique, qui minimise la distancede zar, i.e. tel que
d(z,l") = ||z— p(2)||. Pour 6 “suffisamment petit”, le point p(z) est unique &

Us={zeR"/3t€]-3,0[;z=p(2) +tn(p(2)}
Plus prédsément, on ale théoreme suivant
THEOREME 11. |l existe 3 > Otel que

®: 'x]-9,0 — Us
(x,1) — DX, t) =x+tn(x)

est un ¢k~ 1-diffeomorphisme, et la distancede ®(x, t) &l estd (P(x, 1), ) = |t|.
Démonstration. Soit

®: \ — unr
S= (Sl,...,Snfl) I (p(S) = ((p]_(S),,(ﬂq(S))

une catedel et soit

F: VxR — R"
8t — ) +tn(es)

F est un dffeomorphismelocd car

“(D?si))to B ‘

dorc pour tout x e U NT, il existe g(x) > 0, pour lequel F est un dffeomorphisme de
{(st) eV xR, [s— @ 1(x)| <&, |t| < €} sur sonimage. Autrement dit, pour toutx € I,
il existe g(x) > 0tel quesi x1 # X2 dansB(x,€) NI et s |t| <€ aors{x;+tn(x1)} N
{X2+tn(x2)} =2.

Par compadtédel, on peut trouver une “uniforme” pour tout lespaointsde ™ telle que,
s zest delaformex+tn(x) avec (x,t) € I', il existeunseul (p,t) € I x |—¢, €[, qui
vérifiez=p+tn(p) etd(z p(2) = |t|. O

0p 0p
0_81A"'A6$1—1

£0

Beaucoup cetravaux récents sont fondés aur I'etude de |’ opérateur Dirichlet-to-
Neumann DtN, appelé auss opérateur de Selov-Poincaré, notamment la méthocde de
démmposition du danaine, ou on approxime ce opérateur, sur un bad fictif, par un
opérateur differentiel quel’ onchercheainverser. Du pant de vu numérique, ¢’ est plus
simple d'inverser un operateur locd et ¢ca devient intéressant lorsque on a un control
sur cette gpproximation, .i.e. avoir de bonres estimations a priori.
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Opérateur Dirichlet-to-Neumann DtN

Dans le ca d'un demi-espace Q = Rl = {x= (X,x) € R", X, >0}, on
considere le probléme de Dirichlet

(A+Kk*)u=0, surQ
u=éd<-¥>  surr

si I’ onchercheu souslaformeu (X, x,) = € <X ¥~ alors (A+k?)u=0s5 et seule-
ment s a? — |&'|? 4 k? = 0. Pour une solution radiante sur Q, onaa = —/|&'|2 — k2
pour [&’| grand. Comme la donréede Neumann est (;’Tf](x’,O) = ad<X&> |'opérateur
Dirichlet-to-Neumann DtN‘u|r +— g—HIr est tel que

e <X ¥>DiN (é<wi'>) =/|&|?— k2 pour [¢'| grand

et on dceduit que DtN € L} (), de symbdea(&’) = €|, pou [¢'| grand. Notons que
cet opérateur n'est paslocd, en effet s u(x) = sink|x|/|x| est une onde sphérique dors
sur toute sphere S(0, nmr), u est nulle & g—” = % Pour un ouvert abord Q, on éait
le probleme dans un vasinage tubuaire du bad I' sur lequel existe des coordonrees
tangentielles et une coordonré normale & on se raméne au cas du demi espace ¢-
desaus.

Méthode de Calderon

Les opérateurs pseudo-differentiels sont adaptés a I'etude des problemes elli p-
tigues. Connusous le nom de la méthode de Calderon, un probleme aux limites el-
liptique se ramene en un probleme pseudo-differentiel sur le bord. Les traces de toute
solution sont liées par un projedeur; ce qui permet de paramétrer les lutions du
probléme par des distributions frontiéres et de déamposer, en sommedirede, I’ espace
destraces.

Soit Q un ouert relativement compad de R", abord I' de dase ¢ et P un
opérateur differentiel elli ptique d’ordre2m. Si u € ¢®(Q), on nde

L dans Q,
|0 dansR™Q.

on a dors la formule de sauts Pu® = (Pu)° + N - (yu) ou N est un ogérateur linédre
continu z (M) — [ (R") indépendant de u. Si Q est une paramétrixede P alors: u° =
Q- (Pu)°+Q-(N-(yu)) on montre dors que Q possde la propriété de transmisson,
i.e. ladistribution Qf° aunerestriction a Q, qui est une fonction ¢* admettant, ainsi
quetoute ses dérivées, unelimite entout point deT, i.e. conservelarégularitéjusqu’ au
bord.

Siue c®(Q) telleque { Sﬂzg aorsg=y(Qf°)+y(Q(N-g)) onmontre
que I’ opérateur matriciel C: g— y(Q(N-Q)) est un operateur pseudo-differentiel et
un projedeur, appelé projedeur de Calderonrelatif ala paramétrixe Q.
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le casd’un demi espaceR® :  Posons

o ] u(x) sixg>0,
“(X)_{ 0 sx<O.

Une intégration per partiesdonre:

(o )(8) ) fosonsons
= <(&u>o , ¢> + (You® 8xs—0), 9)

On déduit que:
OyU° = (Ox3U)° + YoU @ (s €t Z,U°
= (0%,U)" +You® 8y,_q) + VLU S(x;—0)
d’ autre part, puisque les dérivées tangentiell es ne donrent aucun saut, ona
B+ = (A4 K)U)" +You® &,,_g) +Y1US d(x,—0)

par suite, sl Q est une paramétrixede A+ k? et s (A+k?)u= f aors:

(7) u+R=Qf"+Q (VOU ® 6’<X3:0>) +Q(Y1U® Bxy—0))
ou R est un operateur régularisant.

THEOREME 12. L'opérateur K : u~— Q(u® ) |43 est continu de z (R?) dars
+
£(R%) et s ue »'(R?) alors Ku a destraces edionrelles de tout ordre.

Démonstration. Si q(§) = l@7—1‘2‘2 pou |&| grand, alors |’ opérateur pseudo-differentiel
ascié est une paramétrixe de A+ k? et ona

1 J k2m k2.]+2

= + ,V3>0
RPN &2 (ke8P

, < . 1 +o 7k2m
cedt-ardire = ~ 5 —z. Posons
k _‘E‘ m=0 ‘E‘

e s g <1,
RJ(E) == _k2m

J
e Lo =1
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etsoientue z/(R3) et ® € (R3), ona dors
s 3
<Qu’¢>:ngo " \z|>1 /é |E\2m+2 (x| &

+(2n) 3 z)(R/éXERJ(z)qa dx)dE

il suffit maintenant d'etudier (Anu,®) = [ 0(E) ( fRaei<X'£>‘?|lﬁ¢(x)dx) dg.
Comme la fonction F(&/,&3) = [s €% IE‘%CD(X) dx est & deaoissance rapide en &,

pou & € R? et Im&3 > Oetlafonction (€', &3) est adeaoissancelente, ona dors par
le theoréme des résidus, s suppd C R3

(A, @) = [ @& [ 0. 2F (&, 2)dz
R2 rE,

ol My = {ze C,|Z=Ri&| etimz> 0} U [-R/&|, RE|] chemin qu entoure e pdle
dez— W avecimz> 0. Si on prend ®(x) = ¢ (X) @ W(x3) avecsuppd C R4,
onaura

(Amu, ¢ @ ) =
1 [ e i(x,(8'2) 1 _
R/zdz r/ a(e’,2) (R[& >7(|E/2+22)m¢(x’)q1(xn)dx’dX3) dz—
ZI
/w [ | [ ae. dz/é |&/\2 e | de

R2 FE/

de laon deduit que Amu € ¢®(R.,D'(R?)). En effet, Amu coincide, sur R, avecla
fonction c®

s ~rgl 'x,(i’,z) /
X3+ 0 //u(&z)dzld 7&‘2 mé(X)a¢ | dg

R2 rE/

D’apres(7) ona:

you= lim u°= lim Qf°+ Ilm Q(you®6x3 0))

x3—0T X3—> o+

+ lim Q( YIU® Bxy—g)) — lim Ru°

x3—0F x3—0T
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et
yiu= lim axgu = I|m 6X3Qf°+ I|m 6X3Q(you®6(x3 o))
X3—>

Q i o
+ XJ| m0+ 05 (ylu ® 6<X3:0>) X3!| m0+ Ox;RU
Nous all ons montrer que les opérateursdu type :

Ur— lim 0“Q<u®6< )), pOLIp,v:O,thUED(RZ)

X3—> (

sont des opérateurs pseudo-differentiels.

THEOREME 13. On ales résultats suivants:

1. L’opérateur SUX) = lim,, o+ Q(u@é(x3 )) (x X3) est un operateur pseudo-
différentiel d’ ordre —1, de symbole principal s(§') = —1/2|&'|.

2. L'opérateur Du(x) = lim,, o+ Q (0, (u®6x3: )) (X,x3) est un operateur
pseudo-différentiel d’ ordre 0, de symbale principal d(E’) =1/2.

3. I'opérateur D'u(x) = limy, o+ 0x,Q (U® (x,—0)) (X', X3) €st un opérateur
pseudo-différentiel d’ ordre 0, de symbale principal d’(§') = 1/2.

4. L' opérateur Tu(x') = limy, o+ 0x,Q (9x, (U@ d(x,—0)) ) (X, X3) €st un opérateur
pseudo-différentiel d’ ordre 1, de symbole principal t (£') = —|&'| /2.

Démonstration. Comme le symbole complet de la paramétrixe Q est donrepar g(&) ~

7k2m
S m>0 e onadornc

v 1 g<x &> v
6§3Q(U®5EX210)> :W/ E (Z EZm+2> (&) (i&n)* dE+ Ryu

ou Ry est un operateur régularisant. 11 suffit donc de cdculer :

2m \Y
L[ e KT g -

(2m)3 €]2m2

N o _ k2m(; UtV
ooz [ 8 (i / T K0S d&) (g') d¢’

(2m)? 2/ &2+ &5)m

et de faire tendre x3 vers O par valeurs supérieures. le cdcul sadeve al’aide d'un
cdcul derésiduau pant z=iA danslelemme suivant :

LEMME 3. Pour tout A > 0ona

+00 iXz
In(X) = — / _ " 4

21/ (24 22)™ 1

m C,'§1+ 1 X \m g
‘<k2ﬁ'm>'(5> o

0
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2m)! 1
inIm() = 22n5+r(?n!)2'7\2m+1

2. pour m>2

1 [t izd®
¥ = 5

T/ o (22+}\2)m+1 7=
X\ (m+k)! 1
- (5) e /4)\2(m| * Z o MK+ 1)1 (m—k—2)! (2)\x)k)’

~1/2, m=0
(X){ 07/ 221

Jo(x) = —e /2, 3y (x) = 2=,

3.
1 [te 27
Km(x) = E-[/_oo (22_'_)\2)m+l
(1)"‘—16_“ A_Xg mk 1 7”‘5 Chcn 1
2\ 2\ 2 & m-K @DwF & (m—k-1)! (2K
A2, m=20
Ko(x) = Ae™™/2,limy_oKm(x) =< —m(2m-2)! 1 -
22m(mi )2 “a2m-1° m=

Lethéoréme s en déduit en prenant A = |&/]. O

Le casd'un ouvert a bord : Soit Q un ouert a bord ' compad et de dasse ¢,
paramétré par @, et soit  un champ narmal extérieur a Q. Sur un vasinage tubuaire
delasurfacerl,

Us = {xe R x=(s) +rn(®s)), -8<r <8},

ona
v(ssr) s 0<r<?d
0 s -0<r<o0

U(X) = V(s.1), ww{

You = Vv(s,0) et yiu = 0, v(s,0).

DansUs ona (A+k?) - u= 82v— 2H,0,v+Agv+ kv ol Ag est I’ opérateur de Laplace
Beltrami (qui comporte que des dérivées tangentiell es) et H, est la courbure moyenne
de la surface pardldle T, = {xeR3 x=q(s)+rn(g(s)}. Notons que

Hr = om0l K et H sont, respedivement, la courbure de Gausset la courbure

moyennedel' voir [2]. Par conséquent,
(D+K2) -0 = 0V — 2H 0,V + DoV + KAV
= (02v)" +0;V(s.0) ® 8r_) + V(S,0) @ 0y 8(r_g)
— 2H; ((8rv)° +V(s,0) ® §r—g)) + AoV’ + K2V’
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dorc (A+Kk?)-u® = £° +v(s,0) ® (3 — 2Hr) §(r—q) + 0rV(S,0) ® §—),
uw =Q.f°+Q(V(s,0)® (8 — 2Hr) 8r_q)) + Q(3rV(s,0) ©8_q)) + RU° et

yov = yoQ.f° + r" m Q(v(s,0)® (0r — 2Hr) &r—q))
+ r|i Ig]+ Q (a,v(g 0)® 6(r:0)) + yoRu°

yiv=vy1Q.f° + r” m 0rQ(V(s,0) ® (3 — 2H;) dr—q))
+ rIi m 0:Q(0rv(s,0) ®8_q)) +y1RU’

Le Théoreme 13 permet d'eaire:
1 D:velim_ o Q(v® (0r —2Hr) 8 q)) est un operateur pseudo-differentiel
d’ordre 0, de symbale principal D(§') =1/2+H/||.
2. S:velime_ o+ Q(V® 6<r:0)) est un operateur pseudo-differentiel d’ ordre —1,
de symbadleprincipal S(&') = —1/2|¢’|.
38 T:vi=lim_g: 0rQ(V® (0 — 2Hr) 3 _q)) €st un operateur pseudo-differentiel
d'ordre 1, de symbole principal T(§') = —H —|&'|/2.
4. D v lime_or 0,Q (v® 6(r:0)) est un operateur pseudo-differentiel d’ ordre 0O,
de symbadle principal D’(§') = 1/2.
Finalement

You =YoQ. f° 4- Dyou -+ Sy1u+ YoR.U°
yiu=y1Q.f° 4+ Tyou+ D'yiu+yiRu°

ou S,D,D’, T sont des opérateurs pseudo-differentiels.

L’ opérateur matriciel C = (2 5) est un projedeur dansle sensC? — C est régularisant,

onapou les ymbales principals

1, H -1\ 2 1, H -1 HZ2 . H  _—H
0 e [ 2t T _( 277, | _ (EE A zEe
e \-H-Bl 2 _H-_BI 1 “H_H2H

2 2 2 ® 2

2 2

Ced permet de trouver une relation entre les donrées Dirichlet et Neumann du
probleme de Helmhaltz, ce qui donre I’eseence méme de la méthocde des équations
intégrales.

4.2. Méthode des equationsintégrales

On introdut ici les potentiels de simple & de doude auche, pou étudier le
problemede Dirichlet et de Neumann. Soit Q un ouert abord compad et connexe. La
solutionfondamentale de |’ opérateur de Helmholtz est donréepar

1

Ex(xy) = arix—y|
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Les patentiels de simple & de doulde couche, d’une fonction ¢ définie sur le bord T,
sont donrés pour tout x € R3\ T,

500 = | Ex(xy)ety) duly)

D09 = | s Y0 Ay

Pour une fonction v définie sur R3\ T et pour x € I' on nde v, (x), respedivement
v_(x), lalimite, lorsqu’ ell e existe, de v(z) lorsque z tend versx pour z€ Q° = R3\ Q,
respedivement z € Q. On ales formules de sauts atravers la surfacel’

PropPosITION 1. Pour xel,ona
L Si(X) =S (%) =S et %Si( X) = xch(x)w ®(x).

2. Da(X) = £30(X) + Dk(x) et 7D (x) = =D (x) = Tu(x).
ou &, Dy, Dy et Ty sont les opérateurs frontlereﬁ

S(x) = /r E(%,y)@y) di(y)

D) = | 504 Y)00y) Aty
o0 = "E(k)< )(y) diy)
B aEk
Démonstration. Voir M.E Taylor [21], pages3341. O

PROPOSITION 2. 1. S est un operateur pseudodfférentiel d’ordre —1, el-
liptique & auto-adjoint.
2. Dy et son adoint D sont des opérateurs pseudodfférentiels d’ ordre —1.
3. Tk est un operateur pseudodfférentiel d ordre 1, elli ptique & auto-adjoint.

Démonstration. Voir M.E Taylor [21], pages 33-41. O

Projeceursde Calderon

L e théoréme de représentation et les formules de sauts condusent al’equation

suivante sur le bord :
You\ %id-l—Dk —-S You
yiu/ ' T did-Dj/) \ywu

You\ (2D —25\ (You
yiu/  \ 2Tk  —2D; ) \ywu

On déduit que:
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Cet opérateur matriciel est dit projeaeur de Calderén, les donrées de Dirichlet et de
Neumann sont liées par deux équations intégrales aur le bord, il est crucia de noter
qu on peut chaisir judicieusement une cmbinaison des deux équations intégrales en
cas ou |I'une des deux n' est pas uniquement résoluble.

Opérateursde Fredholm

Un opérateur T : E — F, entre deux espaces de Banadh, est de Fredhdm sl
est continu et admet un inverse “paramétrixe” moduo les opérateurs compads. Dans
ce calenoyauetle a-noyau de T sont dedimensionfinie e I'imagede T est fermée
On définit I’ indicede T par

indT =dim(kerT) —dim(F/ImT)
Si on nde:

Fred(E,F) ={T : E — F, opérateur de Fredhdm}
Comp(E,F) ={T : E — F, opérateur compad}

On ales propriétés esentiell es wivantes:

PROPOSITION3. 1. S T € Fred(E,F) alors T* € Fred(F’,E’) et indT* =
—indT.

2. STeL(E,F)etS, S eL(FE)tesque
SIT—ide € Comp(E) e TS —ide € Comp(F)

alors T est de Fredhdm.
3. 9T eFred(E,F) etK € Comp(E,F), alors T + K € Fred(E, F).
4. ST e Fred(E,F) et Se Fred(F,G) alors ST € Fred(E, G) et

indST = indS+ indT
5. ind: Fred(E,F) — Z est continuedonc constante sur chaqLe compaosante awnnexe
de Fred(E,F). En paticulier, s T € Fred(E,F) et K € Comp(E,F), alors
ind(T +K) =indT.
Démonstration. Voir J.C Saut [20]. O

L’ existenced’ une paramétrixe pou un operateur elli ptique va entrainer la chose
importante suivante

THEOREME 14. Sdt A un operateur pseudo-différentiel elli ptique, o ordre m
sur une variété compacte M, alors

1. Aest un operateur de Fredhdmde H(M) dans HS"™(M) pour tout s.
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2. indA dépend seulement du symbole principal aa, €t non ces.

Déemonstration. 1. Si Q est une paramétrixe de A aors QA —1 et AQ — | sont
régularisants donc compads (grace a lemme de Rellich), par suite A est de
Fredhdm.

2. CommeAet A" sont elli ptiques, dlorskerA C ¢ (M) et HS"™(M) /ImA = ker A*
C ¢”(M) et ced indépendamment de s. A= A+ R ol A est I’ opérateur ascié
au symbole principal de A et R est d’ ordre strictement inférieur am, R est dornc
compad et par consequent indA = indA.

O

Représentation de Brakhage-Werner

Probleme de Dirichlet extérieur Lorsgu on uilise le potentiel de simple couche
pour traiter le probleme de Dirichlet

(A+K)u(x) =0, surQ°
You =@, sur

onest amené arésoudre |’ equationintégrale :
1
S (yau) (x) = <—§|d+ Dk> g(x), xer

L opérateur S¢: H3(I") — HS*1(I") est unisomorphismesi et seulement si —k? n’est pas
valeur propre du probleme de Dirichlet intérieur. En effet, Comme S, est un ogerateur
pseudo-differentiel elli ptique & auto-adjoint, il est de Fredhdm d'indicenul; il est est
dorc bijedif s et seulement S'il est injedif (resp. surjedif). D’ autre part si w est une
solution, nonidentiquement nulle, du probléme de Dirichlet intérieur
{ Au(x) —K2u(x), xeQ
0

U|r

et d apreslareprésentationintégralew = —D(yow) 4+ S(y1w), yaw = 0. On déduit de la
formule de saut que Sc(yaw) = 0, cequi veut dire que S N’ est pas unisomorphisme.
On peut considérer I’ autre équationintégrale

(%id+ D|’(> (yiu)(x) = Teg(x), x€ T
de méme, on montre que I’ opérateur L = %id+ D}, est bijedif si et seulement s —k?
n'est une valeur propre du probléme de Neumann intérieur. La question de savoir si
un réd donré est valeur propre du lapladen n'est simple que pou des géométries
du damaine particuliéres. Pour éviter cette difficulté, qui est due a la méthode & non
a la nature du probléme, il est nécessaire de développer des méthodes qui donrent
des équations intégrales uniquement résolubles pou tout nombre d’ondesk > 0. On a
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développe esentiellement deux approches, lapremiére consiste afaire une représenta-
tion intégrale avec une solution fondamentale modifiée la seande, qui nows intéresse
ici et qui est due a Brakhage @ Werner, consiste afaire une représentationen patentiel
simple & doulde couche comhbinés. Si on cherche u souslaforme

u(x) = r/ (30 x-9) ~iEdx =) Joauy). xeRG

alors, u est solution du pobléme de Dirichlet extérieur s et seulement si
(id+ 2Dy — 2iS) @ = 2g.

CommeDy, S: H3(I') — HS(IM) sont compads, alorsid+ 2Dy — 2i S, est de Fredhdm
d’indice nul; pou montrer que cest un isomorphisme il suffit de montrer qu'il est
injedif. Si @ € ker(id+ 2Dk — 2i), i.e. u, = 0 aors u = 0 sur R3\ Q, par unicité
du probléme extérieur. Les formules de sauts donrent —u_ = @ et — (g—r‘]‘) =ig la
premiére formule de Green donre

[ 1o auy) = [ (5r) mrau = [ (19u60R - Kiux ? ) ox
r r - Q

en prenant lapartieimaginaire de part et d autre, on déduit que = 0, d’ ot labijedivité
deid+ 2Dy — 2iS et

=2 (s x-y) ~iEdx-y) ) G+ 2D 259 i)y

est I'unique solution du pobléme de Dirichlet extérieur et ell e dépend continiiment de
g pou lanorme de la convergenceuniforme.
L e probléeme de Neumann extérieur On cherche u souslaforme

OE,
an(y)

un = [ (Ek<xy><p<y>+i

r

(x— y)&%q)(y)) duy)

ol S est le potentiel de simple muche pour k = 0. u est solution du gobleme de

Neumann extérieur
(A+K)u(x) =0, surQ°
yiu =g, sur @

S et seulement s
(id— 2D} — 2iTS)p= —2g.

L’ opérateur D}, +iTcS§ : HS(I") — HS(Q) étant compad, pour mortrer queid — 2D} —
2iTk§§ est un isomorphisme, il suffit alors de vérifier son injedivité. Si @ € ker(id —
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2D - 2iTS), i.e. (g—r‘;)+ =0adorsu= 0sur R3\Q, par unicité du probléme extérieur.

Les formules de sauts donrent

—u-=-ise e - <@)_ =0

on

laformule de Green donre

[ 1500ty)? dbty) =i [ aS5ely)duy)
r r

:r/u(y) <g—;’>(y)du(y)

delaona S = 0 et par le principe du maximum pou les fonctions harmoniques
on céduit que @ = 0. Finalement, |le probléme de Neumann extérieur admet |’ unique
solution

[ (15u69 2~ KIu(o ?) dx
Q

u(x) = 72/ (Ek(x y)(id— 2Dj — 2iTkSf) -+
r

i 0Bk
on(y)

qui dépend continment de g pour lanorme de la convergenceuniforme.

(x—y)(id— D'k—iTk%ﬂ)g(y)du(y)

5. Conclusion

Le probleme de Helmholtz extérieur avec @ndtion de Dirichlet, ou de Neu-
mann, est bien posé au sens de Hadamard, i.e. on a existence, unicité & dépendance
continue de la solution par rappart aux donrées. La recherche & la mise en cauvre
des méthodes numériques, adaptées aux problemes de Helmholtz extérieur, sont donc
justifiées et la méthode des équations intégrales en est I’exemple le plus approprié.
Cette méthode permet de ramener un probléme posé sur un damaine non bané en un
autre, plusfadle, posé sur un danaine borné e de dimensioninferieure. Toutefois, les
opérateurs frontieres qui donrent la solution sont des opérateurs pseudo-differentiels
nonlocaux, cequi entraine que les systémes discrets résultants, sont constitués de ma-
trices plaines. L'inversion de cetype de matrice est un wrai défi pour les numériciens
et nécesste des techniques particulieres de précondtionnement ou d ac@&lération de
convergence, dites méthodes de fast-multipdle.

Nous avons constater, tout au long ce cetravail, la puissance de I’ analyse mi-
crolocde. Il nous parait tres intéressant, et une continuation de cetravail, de considérer
les problémes de Helmholtz inverses et d’etudier de pres les opérateurs Dirichlet-to-
Neumann DtN et I’ opérateur F : u— Uy qui relielasolution du pobléme de Helmhaltz
extérieur a son champ acustique lointain. Il sera aucial de pouvar utili ser |’ analyse
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microlocde & les méthodes numériques, qui y sont adaptées, pou régler quelques
problemes de Helmhaltz inverses.

Notons enfin quil sera trés intéressant d' adapter le cdcul pseudo-differentiel
a des géométries moins régulieres, étant donré que la physique mathématique est
riche en situations gnguiéres, notamment li pschitziennes et la théorie des opérateurs
pseudo-differentiell e, telle exposéeici, ne permet guere mieux que d’' atteindre des
résultats mod.c .
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