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A. Lesfari

ETUDE DES SOLUTIONS MEROMORPHES D'EQUATIONS
DIFFERENTIELLE S

Résumeé. In this paper we shall study dfferential equations in the complex domain. The me-
thod d indeterminate mefficients and the majorant method leal to a proof of the existence
and uriquenessof meromorphic solution o differential equations. We discusstheir conrec
tion with the concept of algebraic integrability systems.

1. Position du probleme

Dans ce article, nous envisagerons I etude des équations differentielles dans le
domaine complexe. Soit | e systeme d’ equations differentielles non-linéares

dW1 o de
1) az = 1@Wa W) S

ou fi,..., fn sont des fonctions de n+ 1 variables complexes z wy, ...,w, €t qui ap-
pliquent un damnaine de C™+1 dans C. Le probléme de Cauchy consiste en larecherche
d'une solution (w1 (2),...,wn (2)) dansun vasinage d’un pant zo, passant par le point
donre (zo,W2, ..., w0) ¢’ est-a-dire satisfaisant aux condtionsinitiales

= fn(z,w1,...,Wn)

wi(z0) = W2, ..., Wn(20) = W.

Notons que le systeme (1) peut S eaire sous forme vedorielle dans C"

dw

—f

5 = [2w@),

en posant W = (Wy,...,Wy) €t f = (fq,..., fn). Dans ce ca&, le probléme de Cauchy
consistera a déterminer la solutionw(z) telle que

W(z0) = Wo = (W1,..., Wp)-

Commencons tout d’abord par déaire quelques résultats connus. On sait que lorsque
lesfonctions fq, ..., fn, sont holomorphes au voisinage du pant

(zo,w‘{, ,vvﬂ) alors le probleme de Cauchy admet une solution hdomorphe & une
seule. Une question returell e se pose : le probléme de Cauchy peut-il admettre quelque
solution non hdomorphe au voisinage du pant (zo7vv‘l’,...,vv2)? Lorsque les fonctions
f1,..., fn sont holomorphes, laréponse est négative. D’ autres circonstances peuvent se
produire pou le probléme de Cauchy relatif au systeme d equationsdifferentielles (1),
lorsque I’ hypathése d’ holomorphierelative aux fonctions fy, ..., f, n’est plus stisfaite
au voisinage d' un pant. On constate dans une tell e éventualit &€ que les comportements
des lutions peuvent revétir les aspeds les plus divers. En général, les snguarités
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452 A. Lesfari

des lutions sont de deux types : mobhiles ou fixes, suivant qu’ ell es dépendent ou non
des condtions initiales. Des résultats importants ont été obtenus par Painlevé [12].
Suppasons par exemple que le systéme (1) s'eait souslaforme

dwy _ Pu(zwi,Wp)  dWn _ Pn(zwa, .. Wn)

dz  Quzwi,...Wn) 7 dz  Qn(zWi,...,Wn)’
avec ) o
A(zwy, o) = Y Ai<1~)--<7in (ZWi..w, 1<k<n,
0<ig,....in<p
K TR
Qk(zWy,...,Wp) = Z B%l?_“Jn (Zwjt..wlh, 1<k<n,
0<j1,--Jn<q

des polyndmes a plusieurs indéterminées wa, ..., Wy et a cefficients algébriques en z.
On sait

(i) queles dnguarités fixes nt constituées par quatre ensembles de points. Le
premier est I’ensemble des points snguiers des coefficients Ai(f)_”7in (2), B in(@
intervenant dans les polyndmes P (z,wa,...,Wn) et Qx(z,w1,...,Wn). En généra cet
ensemble contient le point z= . Le secondensemble est constitué des points o tels
queQk (z,w1,...,wn) = 0, circonstancequi se produit si | es coefficients B(-k?“_ i, (2) san-
nulent tous pouwr z = aj. Le troisieme est |'ensemble des points'Bi tels que
pou certaines valeurs (wy/,...,Wy) de (Wq,...,Wn), on ait B (B, wy,...,Wy) = Qx
(Br,wy, ...,wy) = 0. Deslorsles mnds membres du systéme d desus e présentent
sowlaformeindéterminéeg aux pants (By,wy,...,Wy) . Enfin, I'ensemble des points
Ym tels quil existe des valeurs uy,...,un, pou lesquelles R (Ym,Ui,...,Un) = K
(Ym, U1,...,un) = 0 0U R¢ et S¢ sont des polyndmes en uy, ..., un obtenus a partir de
P et Qi en posant wy = u—ll,...,wn = u—ln Chaaun de ces ensembles ne comporte qu' un
nombre fini d’eléments. Les snguarites fixes du systéme en question sont en nombre
fini.

(i) que les dnguarités mobiles de solutions de cesystéme sont des snguarités
mobhil es algébriques : poles et (ou) points criti ques algébriques. Il n'y a pas de points
singuiers esentiels pou lasolution (W, ..., Wp) .

Considérant le systéme d'equetions differentielles (1), peut-on trouver des
condtions aiffisantes d’ existence & d'unicité de solutions méromorphes? Nous éta-
blirons un théoreme d’ existence & d’ unicité pour la solution du pobléme de Cauchy
relatif au systeme d’equationsdifferentielles (1), en faisant appel alaméthode des co-
efficientsindéterminés. Lasolutionsera explicitéesouslaformed’ unesérie de Laurent.
Il se poseradeslorsle problemede la convergence Celui-ci serarésolu par laméthode
des fonctions majorantes (pour cette notion var par exemple [3], [7]). Nombreux
sont les problemes, auss bien théorique que pratique, ou apparaisent des équations
differentielles dont le seaond membre n’est pas holomorphe. Nous verrons, dans la
derniére sedion, que les lutions méromorphes dépendant d’un nambre suffisant de
parametres libres jouent unréle aucial dans |’ etude des équations differentiell es dites
algébriquement intégrables.
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2. Existence d unicité de solutions méromor phes

Danscequi suivra, nous envisageronsle probleme de Cauchy relatif au systeme
normal (1) dans|”hypahese ou f1,..., f, ne dépendent pas explicitement de z ¢’ est-a
dire
dw. dw,
d—zl = f1(W1,...,Wn), ..., d—zn = fn(Wi,...,Wn).

On suppaeque fi, ..., f, sont desfonctionsrationnellesen wy, ..., W, €t que le systeme
(2) est quasi-homogene, ¢’ est-a-direil s existent des entiers positifs sy, ..., s, telles que

@)

fi(0Swy, ..., a%wW,) = oS T (wy, . wy),  1<i<n,

pou chague constante non ndle a. Autrement dit, le systeme (2) est invariant par la
transformation
z—atz, wy — oStwy, ..., Wy — O Wy,

Notons que si | e déterminant

of
@) AEdet(Wja—W'j —8ij fi)1<ij<n,

est nonidentiquement nul, alorsle choix desnombressy, ..., s, est unique.
Dans tout ce qui va suivre, nous suppaserons, pour simplifier que zo = wp = 0, cequi
n' aff edte pas la généralit & des résultats.

THEOREME 1. Suppasons que

12 (k) .
4 = — z ) i: <1<
( ) Wi g 2 CI s 1< n,

ot ¢9 £ 0, soit la solution formelle en séries de Laurent, obtenue par la méthode des
coefficients indéteminés, du systeme quasi-homogene (2). Alors, les coefficients ci(0>

satisfont aux éguations nontlinédres
) sd” + fi(c”,...c”) =0,

oul<i<n, tandisqueci(l),ci(z), ... satisfont chaaunaunsysteme d'equationslinéares
delaforme

(6) (s —kr)c® = paynomeen ¢, c* Y 1<i<n k>1,

otch =, ...ch)T et

ofi
<a—w'j<c<1°>,...,c<n°>>+ai,-a)1§i7j§n,

est lamatricejambiennede (5). En oure, lasérie (4) est convergente.
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Démonstration: En substituant (4) dans (2), tout en tenant compte de la quasi-
homogénéité du systéme, on okient

ki(ks)cfk)zksl f(Z) WS ; K) sy,
fiiz (e + z 2, Lz + g VY,
k=1

= 795 i(c ch e Ecﬁbzk
K=1
Ensuite, on developpele seand membre comme suit

o K N of 2k
TR E = i)+ 5 S ) 5 2

oua=(dy,...,0n), T=(T1,...,Tn),
n
af =5 aj, al=[]aj,
= =

n
Dk = {(a,1) :1; > 0,Vj,|a| > 2, z a;t; =k}.
=

En identifiant les termes ayant méme puissance ai premier et au seand membre, on
obtient successvement pou k = 0 I’expresson (5), pou k=1, (# —1)c® =0, et
pou k > 2,

10% (0 (0 (/1) \a
(7) ((M - kl)(:(k))i = - ) (Cl y---,Cn ) (C' ! )UJ7
(m)ZeDka! TG [l

n
outj >0, Z‘a iTj =k, cequi condut aux expresgons (explicites) (6). La solution

obtenue par la méthode des coefficients indéterminés est formelle du fait que nous
|” obtenons en effecuant sur des €ries, que nous LppaEONs a priori convergentes, di-

verses opérations dort la validité reste a justifier. Le théoreme se trouvera dorc établi
deés que nouws aurons vérifié que ces €ries ot convergentes. On tili se a cdte fin la
méthoce des fonctions majorantes ainsi que les travaux de M. Adler-P. van Moerbeke
[1] et J.P. Francoise[4]. Notonstout d’ abord que des paramétresli bres apparai ssent soit
dans le systéme (5) de n équations an inconnues, lorsque ceaui-ci admet un ensemble
continue de solutions, soit par lefait queA\j = k € N*,1 <i < n, est une valeur propre
delamatrice a1 . Deslors, les coefficients peuvent &tre vus comme étant des fonctions
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rationrelles aur une variété dfineV, defibrelelieu

n

ﬂ{ )+f.(c(l . ch”):o}.

i=1

Soit ng € V et soit K un sous-ensemble compad de V, contenant un vasinage ouvert
de ng. Notons que K peut-&tre muni de latopdogie du gan complexe. Posons

A=1+ max{‘c(lm(no) 2 (ng)] ..., [c

, (o)}, 1<i<n1<h <Ay,
ou A, désigne la plus grande valeur propre de la matrice 4/ . Soient B et C deux
constantes avecC > A telles que dansle compad K on ait

‘6 fi

—(no)| < !Bl

Mmlmﬂ—kmyitgc, K>An+1
De (7) on déduit que

>

‘Ci(k)(no)’ <C Z glal I_l
(a,T)eD =1

Considérons maintenant la série
®(2) = A+ Y B,
k=2

ou Bk sont des nombresréds définisinductivement par B; = A et

n
Bc=C z B9 B, k> 2
(a,T)eD II:ll :

On vérifie asement par reaurrenceque la série ®(z) est une majorante pour

Y ¥ 1<i<n

En effet, ona‘ci(l)‘ < A. Suppaonsque )cfj)) < Bj,j <k,Vi.Alors

IN

a
é”) k> A+ 1,

n
C glal
(G,TZ)ED =

’ka)(nO)‘

n
C glol
<Gﬁz)eD 1=

B

IN

Tj |
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D’autre part, il résulte de la définition des nombres 3k que

(N (2))*

_ 2
®(z) = Az+CB 1-Bno@

Laradne

14 nABz— /(1 2nAB(1 + 2nBC)z+ PA?B?Z)

*@ 2nB(1+ nBC) ’

fournit |a majorante cherchée D’ ou la posshilit & d’un developpement en série entiere
au voisinage de z= 0. Ced achéve ladémonstration. [

REMARQUE 1. Lasérie (4) est I'unique solution méromorphe dans le sens ou

cette solution résulte de ceque les coefficients ci(k> se trouvent déterminés de fagon
univoque aveclaméthode de cdcul adopté.

REMARQUE 2. Lerésultat duthéoremeprécedent s appliqueal’equation dffe-
rentiell e quasi-homogene d’ ordre n suivante :

n n—1
® d'w ( dw d w>'

az Mz et

: ; ; dw  dlw
f étant une fonctionrationrelle enw, 7, ..., Gt et

dw,_ i d 1w

W(ZO):\N%E(ZO) 27"'7W(ZO)Z n-

En effet, I'equation (8) se raméne & un systeme de n équations du premier ordre en
posant
WD) =w (@D, Q=W (@) St ()= W@
- 1 I dZ - 2 IS dznil - n .
On oltient ains

dW]_ o dW2 . defl o de
Az T dz " dz T dz

Un tel systéme constitue un cas particulier du systeme normal (2).

3. Connedion avecl’intégrabili té algébrique

Considérons un syteme hamiltonien

dw oH n
9 E_J(W)W’ weR" n=2m+Kk,
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ou H est I"hamiltonien et J (w) est une matricerédle antisymétrique telle que les cro-
chets de Poisson correspondants vérifient I” identité de Jaoobi :

{{H,F},G}+{{F.G}.H}+{{G,H} ,F} =0,VH,F,G € c*(R"),

ou
oH oF
{H,F} = gj”aTviaij‘

On suppce que le systeme (9) est completement intégrable c est-a-dire qu'il admet
m+ k intégralespremieresH; = H, Ho, ..., Hy. k fonctionrell ement indépendantesdont
mintégrales onteninvolution(i.e., {Hi,H;} =0,1<i,j <m), kintégraes ont des
fonctions de (;asimjr (i.g., J% =0, 1<i<K) et telles que pou presgue tous les
8 € R les variétésinvariantes

mik
(10 ({weR": Hi(w) =a},
i=1

sont compades et conrexes. D’ apres le théoreme d’ Arnold-Liouvill e [10], les variétés
(10) sont diffeomorphesaux toresréds T" = R™/réseau. En ourelesflots définis par
les champs de vedeurs W, 1 < i < m, sont des mouvements redili gnes sur cetore &
les équations du probléme sont intégrables par quadratures.

Soient maintenant w € C", z€ C et A C C" un ouvert non vide de Zariski. Comme
Hi,...,Hmk sont fonctionnellement indépendantes, alors |’ application

& = (H1,...,Hne) : C" — C™K

est unesubmersion genériquesur A. Soit | =¢(C™\A), lelieu critiquede¢ et designors
par adh |’ adhérence (oufermeture) de Zariski de| dans C™K.

DEFINITION 1. Le systéme (9) dort le ddté droit et polynomial est
algébriquement complétement intégrable s pour a = (ay, ..., amk) € C™k \ adhl,
lafibre

mH-k
(12) M=¢ (@)= [){weC":H(Ww=a},
i=1

est lapartie &fine d’ une variété ebélienne (i.e., untore complexe T ~ C™/réseau qui
possde un gongement dans un espaceprojedif ). En outre, les flots g\z,\,I (W), we M,
z e C, définies par les champs de vedeurs Wy, , ..., Wh,, sont des lignes droites sur T
C’ est-a-dire _ _

Gy )] = i (p+206h.... k).

ou fj(z,...,zm) sont des fonctions abéliennes (méromorphes) sur le tore T™, fj(p) =
wj,1<j<n
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Soit M la fermeture projedive de M dans | espaceprojedif complexe CP" de
dimensionn. Alors M n’est pas une variété ebélienne puisque cdte derniére n’ est pas
simplement connexe & ne peut donc en général étre une intersedion compléte projec
tive. Déslors, pour que M soit lapartie dfine d’ une variété abélienne, lavariété M doit
étre singdiére al’infini. En édatant la singuarité le long dulieu atteint par le flot et
en implosant la partie du lieu qu n’est pas atteint par le flot, on montre que la variété
M se transforme en ure variété ebélienne M et le lieu al’infini se transforme en ure
ou pusieurs Dus-variétés de codimension 1 Et c’est 1a ou le théoréme de la sedion
2, vajouer unrdle aucial. On procede comme suit : soit w; — U; une transformation
birationrelletelle qu au voisinagedez= 0, onait :

U = ai+o(z),1<i<n-1,
un = z+o(Z),

ol ay,...,0n_1 sont des parameétres libres. Les nouwelles variables u; ont pour effet
d'edater lasinguarité de lavariété projedive M lelong dulieu al’infini atteint par le
flot. Expriméesdans ces nouwellesvariablesus, ..., u,, les équations differentiell es ont
réguliéres et holomorphes au voisinage de u, = 0 tandis que les équations définissant
lafibre M s'eaivent souslaforme:

Fi(ui(2),...,un—1(2),un(2)) = &, 1 <i<m+Kk,
ou F1, ..., ek sont des polyndmes en w. Pour z= 0, on oltient
Fi(a1,...,0n-1,0) =&, 1 <i <m+Kk,

et ces relations algébriques entre les parameétres libres ay,...,an_1 fournisent les
équationsd’ une sous-variété » qui jouera, entre autres, unroéle important dansla com-
padificaion celafibre M. Enfait, les paramétreslibresas, ...,an_1 et lasousvariété o
peuvent s obtenir diredement de la maniére suivante : d’abord I’ on montre I’ existence
desolutionsw = (w1, Wo, ..., W) dusysteme (9) souslaforme de sériesde Laurent (4)
dépendant de n— 1 paramétreslibres ay, ..., an—1. En substituant ces développements
dans le systéme (9), on vait (d apres e théoréme de la sedion 2) que les coefficients
¢, ¢, ..., satisfont aux équations (5) et (6) . L' etape suivante consiste & considérer la
fermeture » des composantes continues de I’ ensemble des <ries de Laurent de w(z)
telsque: Hi(w) =ay, ..., Hnik (W) = amk. Plus prédsement,

mtk
» = () {coefficient de 2 dansH; (w(2)) = a} .
i=1
C'est une sous-variété (un dviseur) de codimension 1 Ensuite on procede a la com-
padification de la fibre M (11) en ure variété eélienne M. Cette compadificaion
s obtient par I’adjonctiona M de cediviseur .

A titre d’exemple, considéronsles équations d’ Euler du mouvement de rotation
d’un solide autour d'un pant fixe, pris comme origine du repere lié au solide, lors-
qu aucune force etérieure n’est appliquée a systéme. Ces équations seaivent sous
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laforme
% = (A3 —Az) mpmg,
(12 M2 = (A1 — Ag) My,

M — (A2 — A1) M.

ou (Mg, mp,mg) est le moment anguairedusolide, 11,1, et 13, lesmomentsd’inertie &

A= Ii’l. Ces équations forment un champ de vedeurs hamiltonien
dw oH
P — T
i Y W (M, mp, mg) 7,
avec
1
H=3 (A28 + AomB + AzmB)
|”hamiltonien et
0 -mg m
J= mg 0 -m | €s0(3).
—mp m 0

Ces équations admettent deux intégrales premiéres quadratiques: H; = H et

Ho = 2 (i + B+ 19).

Ces intégrales sont fonctionnellement indépendantes, en involution et le systeme en
question est compléetement intégrable.

La résolution explicite des équations d’ Euler est délicae dans le ca général
ou A1, A2 et A3 sont tous differents; les slutions sexpriment a I'aide de fonctions
eliptiques. Dans la suite de cetravall nous suppaserons que A1, A2 €t Az sont tous
differents et nous écatons les autres cas triviaux qu ne posent aucune difficulté pour
|la résolution des équations en question. Pour fixer lesidées nous suppacserons dans la
suiteque: A1 > A2 > A3. GEométriquement, les équations

(13 ALME + AomB + Agmg = 2H,
et
(14) M + Mg+ Mg = 2H, =12,

représentent respedivement les équations de la surfaced’ un elli psoide & d’ une sphére
de rayonr. Donc le mouvement de (my,mp, mg) S effecue sur I'intersedion M d'un
elli psoide arec une sphere. Cette intersedion a un sens car en comparant (13) a (14),
onvdtque% <r’< ZA—H;

PrROPOSITION 2. Leséquationsdifferentiellesd’ Euler, s intégrent au moyen de
fonctions elli ptiques.
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Démonstration : A partir des intégrales premieres (13) et (14), on exprime my
et mg en fonction de m,. On introduit ensuite ces expressons dans la seaonde équation
du systéme (12) pour obtenir une équation dfferentielle en mp et d% seulement. De
maniére plus détaill ég ontire asement de (13) et (14) lesrelations sivantes

2H1 — r2)\3 — ()\2 — }\3) m%

(19 m = Y ,
25, _ _
(16) m% _ r )\1 2H1 (}\1 }\z)mg.
A —A3
En substituant ces expressons dansla secnde équation dusysteme (12), on oktient
dmp 2 2
T: (2H1—r }\3—()\2—7\3)m%)(r )\1—2H1—()\1—)\2)ﬁ‘%).

En intégrant cette éguation, on oldient une fonctiont(my) sous forme d’ une intégrale
elliptique. Pour réduire cdle-ci & la forme standard, on peut suppaser que r2 > 2—H21
(sinon il suffit d'intervertir lesindices 1 et 3 danstoutes |es formules précedentes). On
réecit |"equation précadente, souslaforme

dmp A2—As A=A
=\ =o)L - oy ).
\/(ZHl_ r2}\3)(r2}\1_2H1)dt \/( 2H1— rZ)\Srn%)( rz)\l—ZHln‘%)
En posant
)\2*)\3
— —_— 2 - = 2H1 — 2\=
TI= t\/()\z A3)(r )\1 2Hl)7 S rnz\/rl%’
on oldient

ds . ()\1—>\2)(2H1—r2)\3)
dr \/(1 ~9)- (A2 —A3)(r®A1—2Hy) =)

cequi suggere de choisir comme modue des fonctions elli ptiques

k2 _ ()\1 — )\2)(2H1 — I’2)\3)
()\2 — )\3)([‘2}\1 — 2H1) ’

Lesinégalités A1 > Ay > Ag, ZA—Hll <r2< ZA—T etr2> ZA—Hzl montrent qu eff edivement

0 < k? < 1. On oltient dorc
ds _
dt
Cette équation admet la solution®

(1-2)(1—k2s?).

s ds
T:/o JA-91-KD)

*on convient de chaisir I’ origine des tempstelle que mp = 0 pout = 0.
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C'est I'intégrale d' une differentiell e holomorphe sur une courbe dli ptique
£y = (1-5)(1-K>S?).

Lafonctioninverse s(t) constitue I’une des fonctions elli ptiques de Jambi : s= snt,
qui détermine également mp en fonction dutemps, i.e.,

B 2H1 —r2as -
A VA v :

D’ apres les égalités (15) et (16), on sait que les fonctions ny et mg S expriment algé-
briquement &1’ aide de mp, dornc

T £ Ppp—
m = 17[‘3' 173«121’7

- A1—A3

2\, — 2H
mp =/ 271 esnz,

B A1—A3
Compte tenu de la définition des deux autres fonctions elli ptiques

cnt = /1 —sn2t, dnt = v 1 —k2sn?r,

et dufait que T = t\/(A\2— A3)(r2A1 — 2Hs), on olient finalement les formules -

vantes:
m = /2529 en(ty/(hz — Aa)(2h — 2Hy)),
(17) my = /2 en(ty/(h; — Ag) (%A1 — 2Hy)),
me = \/“M=2t dn(t\/(\; — As)(r2A; — 2Hy)).

Autrement dit, I'intégration des équations d’ Euler s effedue au moyen de fonctions
dlli ptiques, cequi acheve la démonstration de la propasition.C]

Les deux cercles définies par I'intersedion M, forme la partie rédle d un tore
complexe de dimension 1, définie par la courbe dliptique £. L' intersedion complexe
(C C®) est la partie dfine d une courbe dliptique M € CP3. On montre que M est
isomorphe a la courbe dliptique £ . En oure I'intersedion rédle (C ]R3) setend au
tore complexe C/réseau et le flot se linéaise sur cetore. Si

p(t) = (mu(t),mz(t),ms(t)),

est une solution de (12), laloi reliant p(t1+1t2) a p(t1) et p(t2) est laloi d addition
sur la aourbe dli ptique. D’ aprésles équations (12), I’ unique differentielle holomorphe
sur M est donréepar

dmy dmp dnmyg

W= = — ,
Az—=A2)mpmg (A1 —Az)mme (A2 —Ag) mump
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d’ou
p(t) _
t:/ w, p(0)eM.
p(0)
Le systéme (12) est invariant par les transformations
t — o, m — amg, m — amy, Mz — amg.
Celles-ci sont uniques puisque le determinant (3) est égal a
—(A3=A2)mpmg (A3 —Az2)mpmg (A3 —A2)mpng

A = A1—Az3)mmg — (A1—Az)mumg (A1 —Az)mmg |,
A2—=A)mmp (A2—A)mmp — (A2 — A1) mump

= 4(Az—A2) (A —A3) (A2 — A1) mEMBNTE,
£ 0.

On peut dorc chercher des lutionsdu systeme (12) souslaformede sériesde Laurent

1
mo = C(aotattatit),
m = %(bo+b1t+b2t2+---),
m = %(Co+clt+czt2+-~-),

dépendant de dim(espacede phase) — 1 = 2 paramétres libres. En substituant ces
équations dansle systéme (12), on vat que:
1) les coefficients ag, by, Co, satisfont aux équations

ag+ (A3—Az2)boco = 0,
bo+(A1—Az)acco = O,
Co+(A2—A1)aghp = 0O,

dort les olutions ont

Fem: 2= a0 = e @ Ve

? o0 \/<A2—Mi><m—A3>’ Po= \/(?\2—?\_11;(%3—%2) o= \/m—x_i)l(xs—xz)'
3\7088: %= \/()\2—)\11()\1—)\3)’ bo = VTN W Y e W
80 = sy O e 0T Ve et

2) les coefficients ag, bs, ¢1, satisfont aux équations

(A3—A2)bocy+ (A3 —A2)bico =
(A1 —A3)agcs + (A1 —Asz)aico
()\2 — )\1) agby + ()\2 — )\1) aibo

I
o o o
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dort les olutions oont dant touslescas: a3 = by =c¢; = 0.
3) les coefficients ap, by, ¢y, satisfont aux équations

a2 — AzbpCz — Azbicr — AsbaCo + A2boCo + Azbicy + Azboco = 0,
b2 — A1agCr — A1@1€1 — A182Co + AzapCo + AzayC1 + AzazCo = 0,
C2 — Azaghz — Azaghs — Axaphp + A1agho + A1aibi + A1azbo = 0,

dort les solutions qui corresponcent aux differents cas ont respedivement :
1¥ cas: ap = V05 22) by \/0\3_)\2)0

VY v (A2—A1)
2fMe (oc - a — — VAz—A2 by -+ \/)\3*)\202
BE— VA1-A3 VY Y
&me VA3~ )\2 VA3~ )\2
FMCcas:ay = Ve by — Vo
48me oo gy — — V232, VAso Az

VA1-As VA2~ )\1

ou by et ¢, sont deux parametreslibres.
Par conséquent, pour le premier casona

m = 1 +<”()\3)\2) p 4 Y3 M) >+
ty/(A2—A1) A1 —Aa) V(A1—2s) VvV (A2—A1) 7
1
m = t\/0\2_>\1)0\3_)\2)+bzt+---,
1
m = t\/(AI*AS)(A3*A2)+C2t+“..

En substituant ces développementsdans les intégrales premieres Hy (13) et Hy(14), on
obtient

A3—A 1 1 A3—A 1
Hy = 2V 2( ity ) ot 22

1
A3—A2 - )\27}\1) C2,

VAa—hp \As=A2 VA
H, 72\/)\3 Ao ( A ) Jr2\/)\3 )\2( A3 M )CZ
VA \As— )‘2 - Mg VAiAs \Aa=Az Ao ?\1 ’

et onen déduit lesrelations

C2= W (A3 —A2) (AH1 —H2) — (A1 —A3) (A2H1 —Hp)),

by = ; (()\2 — A1) (AzH1 —H2) — (A3 —A2) (A{H1 — H2)).
(A2—=A1)(Az—A
On ohtient évidemment des expressons smilaires pour les autres cas. |l serait inté-
ressant de comparer les lutions obtenues ous forme de séries de Laurent avecles
solutions obtenues précddemment a I’ aide des fonctions elli ptiques de Jabi.
Remerciements. Je remercie le refereepour sesremarques et suggestions trés util es.
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