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A. Lesfar i

ÉTUDE DES SOLUTIONSMÉROMORPHESD’ÉQUATIONS

DIFFÉRENTIELLE S

Résumé. In this paper weshall study differential equations in the complex domain. Theme-
thod of indeterminate coefficients and the majorant method lead to a proof of the existence
and uniquenessof meromorphic solution of differential equations. We discusstheir connec-
tion with the concept of algebraic integrabilit y systems.

1. Position du problème

Danscet article, nousenvisagerons l’ étudedes équationsdiff érentiellesdans le
domaine complexe. Soit le systèmed’ équationsdiff érentiellesnon-linéaires

(1)
dw1

dz
= f1 (z,w1, ...,wn) , ...,

dwn

dz
= fn (z,w1, ...,wn)

où f1, ..., fn sont des fonctions de n+ 1 variables complexes z,w1, ...,wn et qui ap-
pliquent un domainedeCn+1 dansC. LeproblèmedeCauchy consiste en la recherche
d’unesolution (w1 (z) , ...,wn (z)) dansun voisinaged’un point z0, passant par le point
donńe

(
z0,w0

1, ...,w
0
n

)
c’est-à-diresatisfaisant aux conditions initiales

w1(z0) = w0
1, ...,wn(z0) = w0

n.

Notonsque lesystème (1) peut s’ écriresous formevectorielledansC
n

dw
dz

= f (z,w(z)),

en posant w = (w1, ...,wn) et f = ( f1, ..., fn). Dans ce cas, le problème de Cauchy
consistera à déterminer la solutionw(z) telle que

w(z0) = w0 = (w0
1, ...,w

0
n).

Commençons tout d’abord par décrire quelques résultats connus. On sait que lorsque
les fonctions f1, ..., fn sont holomorphesau voisinagedu point(
z0,w0

1, ...,w
0
n

)
alors le problème de Cauchy admet une solution holomorphe et une

seule. Unequestion naturellesepose: leproblèmedeCauchy peut-il admettrequelque
solution non holomorphe au voisinage du point

(
z0,w0

1, ...,w
0
n

)
? Lorsque les fonctions

f1, ..., fn sont holomorphes, la réponse est négative. D’autrescirconstancespeuvent se
produirepour leproblèmedeCauchy relatif au systèmed’ équationsdiff érentielles(1) ,
lorsque l’hypothèsed’holomorphierelative aux fonctions f1, ..., fn n’est plus satisfaite
au voisinaged’un point. On constatedansune telle éventualit éque lescomportements
des solutions peuvent revêtir les aspects les plus divers. En général, les singularités

451



452 A. Lesfari

des solutions sont de deux types : mobilesou fixes, suivant qu’ellesdépendent ou non
des conditions initiales. Des résultats importants ont été obtenus par Painlevé [12].
Supposonspar exempleque le système (1) s’ écrit sous la forme

dw1

dz
=

P1(z,w1, ...,wn)

Q1(z,w1, ...,wn)
, ...,

dwn

dz
=

Pn(z,w1, ...,wn)

Qn(z,w1, ...,wn)
,

avec
Pk (z,w1, ...,wn) = ∑

0≤i1,...,in≤p

A(k)
i1,...,in

(z)wi1
1 ...win

n , 1≤ k≤ n,

Qk (z,w1, ...,wn) = ∑
0≤ j1,..., jn≤q

B(k)
j1,..., jn

(z)wj1
1 ...wjn

n , 1≤ k≤ n,

des polynômes à plusieurs indéterminées w1, ...,wn et à coefficients algébriques en z.
On sait

(i) que les singularités fixes sont constituées par quatre ensembles de points. Le

premier est l’ensemble des points singuliers des coefficients A(k)
i1,...,in

(z) , B(k)
j1,..., jn

(z)
intervenant dans les polynômes Pk (z,w1, ...,wn) et Qk (z,w1, ...,wn) . En général cet
ensemble contient le point z= ∞. Le secondensemble est constitué des points α j tels

queQk (z,w1, ...,wn)= 0, circonstancequi seproduit si lescoefficientsB(k)
j1,..., jn

(z) s’an-
nulent tous pour z = α j . Le troisième est l’ensemble des points βl tels que
pour certaines valeurs (w1′ , ...,wn′) de (w1, ...,wn) , on ait Pk (βl ,w1′ , ...,wn′) = Qk

(βl ,w1′ , ...,wn′) = 0. Dès lors les secondsmembresdusystème ci dessus se présentent
sous la formeindéterminée0

0 aux points(βl ,w1′ , ...,wn′) . Enfin, l’ensembledespoints
γm tels qu’ il existe des valeurs u1, ...,un, pour lesquelles Rk (γm,u1, ...,un) = Sk

(γm,u1, ...,un) = 0 où Rk et Sk sont des polynômes en u1, ...,un obtenus à partir de
Pk et Qk en posant w1 = 1

u1
, . . . ,wn = 1

un
. Chacun de cesensemblesne comportequ’un

nombre fini d’ éléments. Les singularités fixes du système en question sont en nombre
fini.

(ii) que les singularités mobiles de solutions de cesystème sont des singularités
mobiles algébriques : pôles et (ou) points critiques algébriques. Il n’y a pas de points
singuliersessentielspour la solution (w1, ...,wn) .

Considérant le système d’ équations diff érentielles (1) , peut-on trouver des
conditions suffisantes d’existence et d’unicité de solutions méromorphes? Nous éta-
bli rons un théorème d’existence et d’unicité pour la solution du problème de Cauchy
relatif au systèmed’ équationsdiff érentielles(1) , en faisant appel à laméthodedesco-
efficientsindéterminés.Lasolutionsera explicitéesouslaformed’unesériedeLaurent.
Il seposeradès lors leproblèmede la convergence. Celui-ci serarésolu par laméthode
des fonctions majorantes (pour cette notion voir par exemple [3], [7]). Nombreux
sont les problèmes, aussi bien théorique que pratique, ou apparaissent des équations
diff érentielles dont le second membre n’est pas holomorphe. Nous verrons, dans la
dernière section, que les solutions méromorphes dépendant d’un nombre suffisant de
paramètres libres jouent un rôle crucial dans l’ étude des équationsdiff érentiellesdites
algébriquement intégrables.
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2. Existence et unicité de solutionsméromorphes

Danscequi suivra, nousenvisageronsleproblèmedeCauchy relatif au système
normal (1) dans l’hypothèse où f1, ..., fn ne dépendent pas explicitement de z c’est-à-
dire

(2)
dw1

dz
= f1 (w1, ...,wn) , ...,

dwn

dz
= fn (w1, ...,wn) .

On supposeque f1, ..., fn sont desfonctionsrationnellesen w1, ...,wn et que lesystème
(2) est quasi-homogène, c’est-à-dire ilsexistent desentierspositi fss1, ...,sn tellesque

fi(αs1w1, ...,αsnwn) = αsi+1 fi(w1, ...,wn), 1≤ i ≤ n,

pour chaque constante non nulle α. Autrement dit, le système (2) est invariant par la
transformation

z→ α−1z, w1 → αs1w1, . . . , wn → αsnwn.

Notonsquesi ledéterminant

(3) ∆ ≡ det(wj
∂ fi
∂wj

− δi j fi)1≤i, j≤n,

est nonidentiquement nul, alors le choix desnombress1, ...,sn est unique.
Dans tout cequi va suivre, nous supposerons, pour simplifier que z0 = w0 = 0, cequi
n’affectepas la généralit édes résultats.

THÉORÈME 1. Supposonsque

(4) wi =
1
zsi

∞

∑
k=0

c(k)
i zk, 1≤ i ≤ n,

où c(0) 6= 0, soit la solution formelle en séries de Laurent, obtenuepar la méthode des

coefficients indéteminés, du système quasi-homogène (2). Alors, les coefficients c(0)
i

satisfont aux équationsnon-linéaires

(5) sic
(0)
i + fi(c

(0)
1 , ...,c(0)

n ) = 0,

où 1≤ i ≤ n, tandisquec(1)
i ,c(2)

i , ... satisfont chacunàunsystèmed’ équationslinéaires
de la forme

(6) (M −kI )c(k) = polynôme en c(0)
i , ...,c(k−1)

i , 1≤ i ≤ n, k≥ 1,

où c(k) = (c(k)
1 , ...,c(k)

n )⊤ et

M ≡ (
∂ fi
∂wj

(c(0)
1 , ...,c(0)

n )+ δi j si)1≤i, j≤n,

est la matricejacobiennede(5). En outre, lasérie (4) est convergente.
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Démonstration : En substituant (4) dans (2), tout en tenant comptede la quasi-
homogénéitédusystème, on obtient

∞

∑
k=0

(k−si)c
(k)
i zk−si−1 = fi(

∞

∑
k=0

c(k)
1 zk−s1, ...,

∞

∑
k=0

c(k)
n zk−sn),

= fi(z
−s1(c(0)

1 +
∞

∑
k=1

c(k)
1 zk), ...,z−sn(c(0)

n +
∞

∑
k=1

c(k)
n zk)),

= z−si−1 fi(c
(0)
1 +

∞

∑
k=1

c(k)
1 zk, ...,c(0)

n +
∞

∑
k=1

c(k)
n zk).

Ensuite, on d́eveloppele secondmembre commesuit

∞

∑
k=0

(k−si)c
(k)
i zk = fi(c

(0)
1 , ...,c(0)

n )+
n

∑
j=1

∂ fi
∂wj

(c(0)
1 , ...,c(0)

n )
∞

∑
k=1

c(k)
j zk

+
∞

∑
k=2

zk ∑
(α,τ)∈Dk

1
α!

∂α fi
∂wα (c(0)

1 , ...,c(0)
n )

n

∏
j=1

(c
(τ j )
j )α j ,

où α = (α1, ...,αn) , τ = (τ1, ...,τn) ,

|α| =
n

∑
j=1

α j , α! =
n

∏
j=1

α j !,

Dk = {(α,τ) : τ j > 0,∀ j, |α| > 2,
n

∑
j=1

α jτ j = k}.

En identifiant les termes ayant même puissance au premier et au secondmembre, on
obtient successivement pour k = 0 l’expression (5) , pour k = 1, (M − I )c(1) = 0, et
pour k≥ 2,

(7) ((M −kI )c(k))i = − ∑
(α,τ)∈Dk

1
α!

∂α fi
∂wα (c(0)

1 , ...,c(0)
n )

n

∏
j=1

(c
(τ j )
j )α j ,

où τ j > 0,
n

∑
j=1

α jτ j = k, ce qui conduit aux expressions (explicites) (6) . La solution

obtenue par la méthode des coefficients indéterminés est formelle du fait que nous
l’obtenons en effectuant sur des śeries, que nous supposons a priori convergentes, di-
verses opérations dont la validité reste à justifier. Le théorème se trouvera donc établi
dès que nous aurons vérifié que ces śeries sont convergentes. On utili se à cette fin la
méthode des fonctionsmajorantes ainsi que les travaux de M. Adler-P. van Moerbeke
[1] et J.P. Françoise[4]. Notonstout d’abord quedesparamètreslibresapparaissent soit
dans le système (5) de n équations à n inconnues, lorsque celui-ci admet un ensemble
continuede solutions, soit par le fait que λi ≡ k∈ N∗,1≤ i ≤ n, est une valeur propre
de lamatriceM . Dès lors, lescoefficientspeuvent êtrevuscommeétant des fonctions
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rationnelles sur unevariété affineV, defibre le lieu

n
\

i=1

{
sic

(0)
i + fi

(
c(0)

1 , ...,c(0)
n

)
= 0
}

.

Soit n0 ∈ V et soit K un sous-ensemble compact de V, contenant un voisinage ouvert
den0. NotonsqueK peut-êtremuni de la topologiedu plan complexe. Posons

A = 1+max
{∣∣∣c(τ1)

1 (n0)
∣∣∣ ,
∣∣∣c(τ2)

2 (n0)
∣∣∣ , ...,

∣∣∣c(τn)
n

∣∣∣(n0)
}

,1≤ i ≤ n,1≤ τi ≤ λn,

où λn désigne la plus grande valeur propre de la matrice M . Soient B et C deux
constantesavecC > A tellesquedans le compact K onait

∣∣∣∣
∂α fi
∂wα (n0)

∣∣∣∣≤ α!B|α|,

∣∣∣(M (n0)−kIn)
−1
∣∣∣≤C, k≥ λn +1.

De (7) on d́eduit que

∣∣∣c(k)
i (n0)

∣∣∣≤C ∑
(α,τ)∈D

B|α|
n

∏
j=1

∣∣∣∣c
(τ j)
j

∣∣∣∣
α j

, k≥ λn +1.

Considéronsmaintenant la série

Φ(z) = Az+
∞

∑
k=2

βkz
k,

où βk sont desnombresréelsdéfinis inductivement par β1 ≡ A et

βk ≡C ∑
(α,τ)∈D

B|α|
n

∏
j=1

βα j
τ j , k≥ 2.

On vérifie aisément par récurrenceque lasérie Φ(z) est unemajorantepour

∞

∑
k=1

c(k)
i zk, 1≤ i ≤ n.

En effet, ona
∣∣∣c(1)

i

∣∣∣≤ A. Supposonsque
∣∣∣c( j)

i

∣∣∣≤ β j , j < k,∀i. Alors

∣∣∣c(k)
i (n0)

∣∣∣ ≤ C ∑
(α,τ)∈D

B|α|
n

∏
j=1

∣∣∣∣c
(τ j)
j

∣∣∣∣
α j

, k≥ λn +1,

≤ C ∑
(α,τ)∈D

B|α|
n

∏
j=1

∣∣∣βα j
τ j

∣∣∣ ,

= βk.
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D’autrepart, il résultede la définition desnombresβk que

Φ(z) = Az+CB2 (nΦ(z))2

1−BnΦ(z)
.

La racine

Φ(z) =
1+nABz−

√
(1−2nAB(1+2nBC)z+n2A2B2z2)

2nB(1+nBC)
,

fournit la majorante cherchée. D’où la possibilit é d’un d́eveloppement en série entière
au voisinagedez= 0. Ceci achève ladémonstration. �

REMARQUE 1. La série (4) est l’unique solution méromorphedans le sens où

cette solution résulte de ceque les coefficients c(k)
i se trouvent déterminés de façon

univoque avecla méthodede calcul adopté.

REMARQUE 2. Lerésultat duthéorèmepréćedent s’appliqueà l’ équation diff é-
rentiellequasi-homogèned’ordren suivante :

dnw
dzn = f

(
w,

dw
dz

, ...,
dn−1w
dzn−1

)
.(8)

f étant une fonctionrationnelle en w, dw
dz , ..., dn−1w

dzn−1 et

w(z0) = w0
1,

dw
dz

(z0) = w0
2, ...,

dn−1w
dzn−1 (z0) = w0

n.

En effet, l’ équation (8) se ramène à un système de n équations du premier ordre en
posant

w(z) = w1 (z) ,
dw
dz

(z) = w2 (z) , ...,
dn−1w
dzn−1 (z) = wn (z) .

On obtient ainsi

dw1

dz
= w2,

dw2

dz
= w3, ...,

dwn−1

dz
= wn,

dwn

dz
= f (w1,w2, ...,wn) .

Un tel système constitueuncasparticulier dusystème normal (2).

3. Connection avecl’ intégrabili téalgébr ique

Considéronsunsytèmehamiltonien

(9)
dw
dz

= J(w)
∂H
∂w

, w∈ R
n, n = 2m+k,
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où H est l’hamiltonien et J(w) est une matriceréelle antisymétrique telle que les cro-
chetsdePoissoncorrespondantsvérifient l’ identitédeJacobi :

{{H,F} ,G}+{{F,G} ,H}+{{G,H} ,F} = 0,∀H,F,G∈ C ∞(Rn),

où

{H,F} = ∑
i, j

Ji j
∂H
∂wi

∂F
∂wj

.

On suppose que le système (9) est complètement intégrable c’est-à-dire qu’ il admet
m+k intégralespremièresH1 = H,H2, ...,Hm+k fonctionnellement indépendantesdont
m intégrales sont en involution(i.e., {Hi,H j}= 0, 1≤ i, j ≤ m,), k intégrales sont des

fonctionsde Casimir (i.e., J ∂Hm+i
∂w = 0, 1≤ i ≤ k) et telles que pour presque tous les

ai ∈ R lesvariétés invariantes

(10)
m+k
\

i=1

{w∈ R
n : Hi(w) = ai},

sont compacteset connexes. D’après le théorèmed’Arnold-Liouvill e [10], les variétés
(10) sont diff éomorphesaux toresréelsTm

R
= R

m/réseau. En outre lesflotsdéfinispar
les champsde vecteursWHi ,1≤ i ≤ m, sont des mouvementsrectili gnes sur cetore et
les équationsdu problèmesont intégrablespar quadratures.
Soient maintenant w ∈ Cn, z∈ C et ∆ ⊂ Cn un ouvert non vide de Zariski. Comme
H1, ...,Hm+k sont fonctionnellement indépendantes, alors l’application

ϕ = (H1, ...,Hm+k) : C
n → C

m+k,

est unesubmersion ǵenériquesur ∆. Soit I = ϕ(Cn\∆), lelieucritiquedeϕ et désignons
par adhI l’adhérence(ou fermeture) de Zariski de I dansCm+k.

DÉFINITION 1. Le système (9) dont le ĉoté droit est polynomial est
algébriquement complètement intégrable si pour a = (a1, ...,am+k) ∈ Cm+k \ adhI ,
la fibre

(11) M ≡ ϕ−1 (a) =
m+k
\

i=1

{w∈ C
n : Hi (w) = ai} ,

est lapartie affined’unevariété abélienne(i.e., un tore complexeTm
C
≃ Cm/réseauqui

poss̀ede un plongement dans un espaceprojectif ). En outre, les flots gz
Wi

(w) , w∈ M,
z∈ C, définies par les champsde vecteursWH1, ...,WHm sont des lignes droites sur Tm

C

c’est-à-dire [
gz

Wi
(w)
]

j
= f j

(
p+z(ki

1, ...,k
i
n)
)
,

où f j (z1, ...,zm) sont des fonctionsabéliennes (méromorphes) sur le tore Tm
C

, f j(p) =
wj , 1≤ j ≤ n.
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Soit M la fermeture projective de M dans l’espaceprojectif complexe CP
n de

dimension n. Alors M n’est pas une variété abélienne puisque cette dernière n’est pas
simplement connexe et ne peut donc en général être une intersection complèteprojec-
tive. Dès lors, pour queM soit lapartie affined’unevariété abélienne, lavariétéM doit
être singuli ère à l’ infini. En éclatant la singularité le long dulieu atteint par le flot et
en implosant la partie du lieu qui n’est pas atteint par le flot, on montre que la variété
M se transforme en une variété abélienne M̃ et le lieu à l’ infini se transforme en une
ou plusieurs sous-variétés de codimension 1. Et c’est là où le théorème de la section
2, va jouer un rôle crucial. On procède commesuit : soit wi −→ ui une transformation
birationnelle tellequ’au voisinagedez= 0, onait :

ui = αi +◦(z) , 1≤ i ≤ n−1,

un = z+◦
(
z2) ,

où α1, ...,αn−1 sont des paramètres libres. Les nouvelles variables ui ont pour effet
d’ éclater la singularité de la variété projectiveM le long dulieu à l’ infini atteint par le
flot. Expriméesdanscesnouvellesvariablesu1, ...,un, les équationsdiff érentielles sont
réguli ères et holomorphesau voisinage de un = 0 tandis que les équations définissant
la fibreM s’ écrivent sous la forme:

Fi (u1 (z) , ...,un−1 (z) ,un (z)) = ai, 1≤ i ≤ m+k,

où F1, ...,Fm+k sont despolynômesen w. Pour z= 0, on obtient

Fi (α1, ...,αn−1,0) = ai , 1≤ i ≤ m+k,

et ces relations algébriques entre les paramètres libres α1, ...,αn−1 fournissent les
équationsd’unesous-variétéD qui jouera, entre autres, unrôle important dansla com-
pactification delafibreM. En fait, lesparamètreslibresα1, ...,αn−1 et lasousvariétéD
peuvent s’obtenir directement de lamanièresuivante : d’abord l’onmontre l’existence
desolutionsw= (w1,w2, . . . ,wn) dusystème(9) souslaformedesériesdeLaurent (4)
dépendant de n−1 paramètres libres α1, ...,αn−1. En substituant ces développements
dans le système (9), on voit (d’après le théorème de la section 2) que les coefficients
c(0),c(1), ..., satisfont aux équations(5) et (6) . L’ étapesuivante consisteà considérer la
fermetureD des composantes continues de l’ensemble des śeries de Laurent de w(z)
telsque : H1 (w) = a1, . . . , Hm+k (w) = am+k. Plusprécisement,

D =
m+k
\

i=1

{
coefficient dez0 dansHi (w(z)) = ai

}
.

C’est une sous-variété (un diviseur) de codimension 1. Ensuite on procède à la com-
pactification de la fibre M (11) en une variété abélienne M̃. Cette compactification
s’obtient par l’adjonctionà M de cediviseur D .

A titred’exemple, considéronsles équationsd’Euler dumouvement derotation
d’un solide autour d’un point fixe, pris comme origine du repère li é au solide, lors-
qu’aucune force extérieure n’est appliquée au système. Ces équations s’ écrivent sous
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la forme

(12)





dm1
dt = (λ3−λ2)m2m3,

dm2
dt = (λ1−λ3)m1m3,

dm3
dt = (λ2−λ1)m1m2.

où (m1,m2,m3) est le moment angulairedusolide, I1, I2 et I3, lesmomentsd’ inertie et
λi ≡ I−1

i . Ces équationsforment unchamp devecteurshamiltonien

dw
dt

= J
∂H
∂w

, w = (m1,m2,m3)
⊺ ,

avec

H =
1
2

(
λ1m2

1 + λ2m
2
2 + λ3m2

3

)
,

l’hamiltonien et

J =




0 −m3 m2

m3 0 −m1

−m2 m1 0


 ∈ so(3) .

Ces équationsadmettent deux intégralespremièresquadratiques: H1 = H et

H2 =
1
2

(
m2

1 +m2
2 +m2

3

)
.

Ces intégrales sont fonctionnellement indépendantes, en involution et le système en
questionest complètement intégrable.

La résolution explicite des équations d’Euler est délicate dans le cas général
où λ1, λ2 et λ3 sont tous diff érents; les solutions s’expriment à l’aide de fonctions
elli ptiques. Dans la suite de cetravail nous supposerons que λ1, λ2 et λ3 sont tous
diff érents et nous écartons les autres cas triviaux qui ne posent aucune difficulté pour
la résolution des équations en question. Pour fixer les idées nous supposeronsdans la
suite que : λ1 > λ2 > λ3. Géométriquement, les équations

(13) λ1m2
1 + λ2m2

2 + λ3m2
3 = 2H1,

et

(14) m2
1 +m2

2 +m2
3 = 2H2 ≡ r2,

représentent respectivement les équationsde la surfaced’unelli psoide et d’unesphère
de rayon r. Donc le mouvement de (m1,m2,m3) s’effectue sur l’ intersection M d’un
elli psoide avecune sphère. Cette intersection a un sens car en comparant (13) à (14),
on voit que 2H1

λ1
< r2 < 2H1

λ3
.

PROPOSITION 2. Leséquationsdiff érentiellesd’Euler, s’ intégrent au moyen de
fonctionselli ptiques.
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Démonstration : A partir des intégrales premières (13) et (14), on exprime m1

et m3 en fonction dem2. On introduit ensuite cesexpressionsdans lasecondeéquation
du système (12) pour obtenir une équation diff érentielle en m2 et dm2

dt seulement. De
manièreplusdétaill ée, on tire aisément de (13) et (14) les relations suivantes

m2
1 =

2H1− r2λ3− (λ2−λ3)m2
2

λ1−λ3
,(15)

m2
3 =

r2λ1−2H1− (λ1−λ2)m2
2

λ1−λ3
.(16)

En substituant cesexpressionsdans la secondeéquation dusystème(12), on obtient

dm2

dt
=
√

(2H1− r2λ3− (λ2−λ3)m2
2)(r

2λ1−2H1− (λ1−λ2)m2
2).

En intégrant cette équation, on obtient une fonction t(m2) sous forme d’une intégrale
elli ptique. Pour réduire celle-ci à la forme standard, on peut supposer que r2 > 2H1

λ2
(sinon, il suffit d’ intervertir les indices1 et 3 danstoutesles formulespréćedentes). On
réecrit l ’ équation préćedente, sous la forme

dm2√
(2H1− r2λ3)(r2λ1−2H1)dt

=

√

(1− λ2−λ3

2H1− r2λ3
m2

2)(1−
λ1−λ2

r2λ1−2H1
m2

2).

En posant

τ = t
√

(λ2−λ3)(r2λ1−2H1), s= m2

√
λ2−λ3

2H1− r2λ3
,

on obtient
ds
dτ

=

√

(1−s2)(1− (λ1−λ2)(2H1− r2λ3)

(λ2−λ3)(r2λ1−2H1)
s2),

cequi sugg̀erede choisir commemoduledes fonctionselli ptiques

k2 =
(λ1−λ2)(2H1− r2λ3)

(λ2−λ3)(r2λ1−2H1)
.

Les inégalit és λ1 > λ2 > λ3, 2H1
λ1

< r2 < 2H1
λ3

et r2 > 2H1
λ2

montrent qu’effectivement

0 < k2 < 1. On obtient donc

ds
dτ

=
√

(1−s2)(1−k2s2).

Cette équationadmet lasolution∗

τ =

Z s

0

ds√
(1−s2)(1−k2s2)

.

∗on convient de choisir l’origine des temps telle quem2 = 0 pour t = 0.
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C’est l’ intégraled’unediff érentielleholomorphesur une courbe elli ptique

E : y2 = (1−s2)(1−k2s2).

La fonction inverse s(τ) constitue l’une des fonctions elli ptiques de Jacobi : s= snτ,
qui détermineégalement m2 en fonction dutemps, i.e.,

m2 =

√
2H1− r2λ3

λ2−λ3
·snτ.

D’après les égalit és (15) et (16), on sait que les fonctions m1 et m3 s’expriment algé-
briquement à l’aidedem2, donc

m1 =

√
2H1− r2λ3

λ1−λ3
·
√

1−sn2τ,

et

m3 =

√
r2λ1−2H1

λ1−λ3
·
√

1−k2sn2τ.

Compte tenu de la définition desdeux autres fonctionselli ptiques

cnτ =
√

1−sn2τ, dnτ =
√

1−k2sn2τ,

et du fait que τ = t
√

(λ2−λ3)(r2λ1−2H1), on obtient finalement les formules sui-
vantes :

(17)





m1 =
√

2H1−r2λ3
λ1−λ3

cn(t
√

(λ2−λ3)(r2λ1−2H1)),

m2 =
√

2H1−r2λ3
λ2−λ3

sn(t
√

(λ2−λ3)(r2λ1−2H1)),

m3 =
√

r2λ1−2H1
λ1−λ3

dn(t
√

(λ2−λ3)(r2λ1−2H1)).

Autrement dit, l’ intégration des équations d’Euler s’effectue au moyen de fonctions
elli ptiques, cequi achève la démonstration de laproposition.�

Les deux cercles définies par l’ intersection M, forme la partie réelle d’un tore
complexe de dimension 1, définie par la courbe elli ptiqueE . L’ intersection complexe(
⊂ C3

)
est la partie affine d’une courbe elli ptique M ∈ CP

3. On montre que M est
isomorphe à la courbe elli ptique E . En outre l’ intersection réelle

(
⊂ R3

)
s’ étend au

tore complexeC/réseauet le flot se linéarisesur cetore. Si

p(t) = (m1 (t) ,m2 (t) ,m3 (t)) ,

est une solution de (12) , la loi reliant p(t1 + t2) à p(t1) et p(t2) est la loi d’addition
sur la courbe elli ptique. D’après les équations(12), l’uniquediff érentielleholomorphe
sur M est donńeepar

ω =
dm1

(λ3−λ2)m2m3
=

dm2

(λ1−λ3)m1m3
=

dm3

(λ2−λ1)m1m2
,
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d’où

t =

Z p(t)

p(0)
ω, p(0) ∈ M.

Le système (12) est invariant par les transformations

t → α−1t, m1 → αm1, m2 → αm2, m3 → αm3.

Celles-ci sont uniquespuisque le determinant (3) est égal à

∆ =

∣∣∣∣∣∣

−(λ3−λ2)m2m3 (λ3−λ2)m2m3 (λ3−λ2)m2m3

(λ1−λ3)m1m3 −(λ1−λ3)m1m3 (λ1−λ3)m1m3

(λ2−λ1)m1m2 (λ2−λ1)m1m2 −(λ2−λ1)m1m2

∣∣∣∣∣∣
,

= 4(λ3−λ2) (λ1−λ3)(λ2−λ1)m2
1m2

2m2
3,

6= 0.

On peut donc chercher des solutionsdusystème(12) souslaformedesériesdeLaurent

m1 =
1
t

(
a0 +a1t +a2t

2 + · · ·
)
,

m2 =
1
t

(
b0 +b1t +b2t

2 + · · ·
)
,

m3 =
1
t

(
c0 +c1t +c2t

2 + · · ·
)
,

dépendant de dim(espacedephase) − 1 = 2 paramètres libres. En substituant ces
équationsdans le système (12), on voit que :

1) lescoefficientsa0,b0,c0, satisfont aux équations

a0 +(λ3−λ2)b0c0 = 0,

b0 +(λ1−λ3)a0c0 = 0,

c0 +(λ2−λ1)a0b0 = 0,

dont les solutions sont
1er cas : a0 = −1√

(λ2−λ1)(λ1−λ3)
, b0 = 1√

(λ2−λ1)(λ3−λ2)
, c0 = 1√

(λ1−λ3)(λ3−λ2)
.

2ème cas : a0 = 1√
(λ2−λ1)(λ1−λ3)

, b0 = 1√
(λ2−λ1)(λ3−λ2)

, c0 = −1√
(λ1−λ3)(λ3−λ2)

.

3ème cas : a0 = 1√
(λ2−λ1)(λ1−λ3)

, b0 = −1√
(λ2−λ1)(λ3−λ2)

, c0 = 1√
(λ1−λ3)(λ3−λ2)

.

4ème cas : a0 = −1√
(λ2−λ1)(λ1−λ3)

, b0 = −1√
(λ2−λ1)(λ3−λ2)

, c0 = −1√
(λ1−λ3)(λ3−λ2)

.

2) lescoefficientsa1,b1,c1, satisfont aux équations

(λ3−λ2)b0c1 +(λ3−λ2)b1c0 = 0,

(λ1−λ3)a0c1 +(λ1−λ3)a1c0 = 0,

(λ2−λ1)a0b1 +(λ2−λ1)a1b0 = 0,
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dont les solutions sont dant tous lescas : a1 = b1 = c1 = 0.

3) lescoefficientsa2,b2,c2, satisfont aux équations

a2−λ3b0c2−λ3b1c1−λ3b2c0 + λ2b0c2 + λ2b1c1 + λ2b2c0 = 0,

b2−λ1a0c2−λ1a1c1−λ1a2c0 + λ3a0c2 + λ3a1c1 + λ3a2c0 = 0,

c2−λ2a0b2−λ2a1b1−λ2a2b0 + λ1a0b2 + λ1a1b1+ λ1a2b0 = 0,

dont les solutionsqui correspondent aux diff érentscas sont respectivement :

1er cas : a2 =

√
(λ3−λ2)√
(λ1−λ3)

b2 +

√
(λ3−λ2)√
(λ2−λ1)

c2.

2ème cas : a2 = −
√

λ3−λ2√
λ1−λ3

b2 +

√
λ3−λ2√
λ2−λ1

c2.

3ème cas : a2 =

√
λ3−λ2√
λ1−λ3

b2−
√

λ3−λ2√
λ2−λ1

c2.

4ème cas : a2 = −
√

λ3−λ2√
λ1−λ3

b2−
√

λ3−λ2√
λ2−λ1

c2.

où b2 et c2 sont deux paramètres libres.
Par conséquent, pour le premier casona

m1 =
−1

t
√

(λ2−λ1) (λ1−λ3)
+

(√
(λ3−λ2)√
(λ1−λ3)

b2 +

√
(λ3−λ2)√
(λ2−λ1)

c2

)
t + · · · ,

m2 =
1

t
√

(λ2−λ1) (λ3−λ2)
+b2t + · · · ,

m3 =
1

t
√

(λ1−λ3) (λ3−λ2)
+c2t + · · · .

En substituant cesdéveloppementsdans les intégralespremièresH1 (13) et H2(14), on
obtient

H1 = 2
√

λ3−λ2√
λ2−λ1

(
1

λ3−λ2
− 1

λ1−λ3

)
b2+2

√
λ3−λ2√
λ1−λ3

(
1

λ3−λ2
− 1

λ2−λ1

)
c2,

H2 = 2
√

λ3−λ2√
λ2−λ1

(
λ2

λ3−λ2
− λ1

λ1−λ3

)
b2 +2

√
λ3−λ2√
λ1−λ3

(
λ3

λ3−λ2
− λ1

λ2−λ1

)
c2,

et onen déduit les relations

c2 = 1
6
√

(λ1−λ3)(λ3−λ2)
((λ3−λ2)(λ1H1−H2)− (λ1−λ3) (λ2H1−H2)) ,

b2 = 1
6
√

(λ2−λ1)(λ3−λ2)
((λ2−λ1)(λ3H1−H2)− (λ3−λ2) (λ1H1−H2)) .

On obtient évidemment des expressions similaires pour les autres cas. Il serait inté-
ressant de comparer les solutions obtenues sous forme de séries de Laurent avec les
solutionsobtenuespréćedemment à l’aidedes fonctionselli ptiquesdeJacobi.
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