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POLYNÔME DE HUA, NOYAU DE BERGMAN DES DOMAINES

DE CARTAN-HARTOGS ET PROBL ÈME DE LU QIKENG

Résuḿe.Réduction du problème de Lu Qikeng pour les domaines de Cartan-HartogŝΩm(µ)
à un problème algébrique sur les polynômes de Hua. Solution complète du problème de Lu
Qikeng quand le domaine de baseΩ est un domaine symétrique de dimension inférieure ou
égale à 4.

1. Introduction

Le problème de Lu Qikengpour un ouvertU deCn consiste à déterminer si le noyau
de BergmanKU(z,w) de ce domaine peut avoir des zéros. Ce problème a été pos´e
par Lu Qikeng en 1966. Le nom deconjecture de Lu Qikenga été donné (par M. Sk-
warsczynski en 1969) à l’hypothèse suivant laquelle le noyau de Bergman d’un ouvert
n’aurait pas de zéros. Un domaineU sera appelédomaine de Lu Qikengsi son noyau
de Bergman ne s’annule pas dansU×U .

Soit Ω un domaine homogène borné cerclé irréductible,N(z,t) sa norme géné-
rique,χ son polynôme de Hua. Pourµ> 0 etmentier positif, on considère ledomaine
de Cartan–HartogŝΩm(µ) construit au-dessus deΩ :

Ω̂m(µ) =
{
(z,Z) ∈Ω×Cm, ‖Z‖2 < N (z,z)µ

}
.

Les domaines de Cartan–Hartogs ont été introduits en 1998par G. Roos et Weiping
Yin ; ils généralisent les ellispsoı̈des complexes, qui correspondent au cas oùΩ est le
disque unité deC. Ces domaines sont en géńeral non homog̀enes, mais les orbites du
groupe d’automorphismes sont alors paramétrées par[0,1[. Le noyau de Bergman de
ces domaines a été obtenu dans le cas général dans [5] ; cf. également [6].

Dans cet article, nous étudions le problème de Lu Qikeng pour les domaines
de Cartan–Hartogs. Nous montrons (théorème 4) qu’il se r´eduit à la localisation, par
rapport à la droite

{
Reη = 1

2

}
, des racines d’un polynômePm

µ ; ce polynôme, de degré
égal à la dimensiond deΩ, se déduit du polynôme de Hua deΩ par une transformation
combinatoire.

Nous appliquons ensuite ce théorème à la solution compl`ete du problème de Lu
Qikeng pour les domaineŝΩm(µ) lorsqueΩ est un domaine symétrique irréductible
de dimension au plus 4. Les résultats font apparaı̂tre la situation suivante, dont on
conjecture qu’elle se généralise pour toute baseΩ : pour Ω et m≥ 1 fixés, il existe
µΩ,m, 0 < µΩ,m≤ ∞ tel queΩ̂m(µ) est un domaine de Lu Qikeng si et seulement si
0 < µ≤ µΩ,m. La borneµΩ,m est caractérisée comme la plus petite racine positive du
polynômeqm(µ) = Pm

µ

(
1
2

)
; on aµΩ,m = +∞ pourmassez grand. De plus, si le domaine

Ω n’est pas un domaine de Lu Qikeng, i.e. siµ > µΩ,m, il est possible de préciser
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le nombre de racines dePm
µ dans

{
Reη > 1

2

}
, de vérifier que celles-ci sont toujours

réelles et de décrire la variété des points deΩ̂m(µ)× Ω̂m(µ) où le noyau de Bergman
deΩ̂m(µ) s’annule.

Les résultats obtenus lorsque la baseΩ est un domaine symétrique irréductible
de dimension au plus 4 fournissent un grand nombre d’exemples de domaines de Lu
Qikeng et de domaines qui n’ont pas cette propriété. Contrairement au cas générique
d’un domaine borné deCn, qui n’est pas de Lu Qikeng (cf. [3]),≪ la plupart≫des
domaineŝΩm(µ) sont des domaines de Lu Qikeng. En effet, le domaineΩ̂m(µ) est un
domaine de Lu Qikeng pourm≥mΩ et pour toutµ> 0, oùmΩ est un entier qui dépend
de la baseΩ ; pour 1≤m< mΩ, le domainêΩm(µ) est de Lu Qikeng si et seulement
si 0< µ≤ µm.

Ce travail est organisé comme suit : Dans les sections 2 et 3,nous rappelons la
définition du polynôme de Hua d’un domaine symétriqueΩ et le calcul du noyau de
Bergman dêΩm(µ). La section 4 est essentiellement consacrée à la démonstration du
théorème de réduction 4.

La section 5 décrit la solution complète du problème de LuQikeng pour̂Ωm(µ)
lorsque la baseΩ est de dimension au plus 4 ; les résultats généralisent des résultats
obtenus par Yin Weiping [7], Zhang Liyou et Park Jong-do (2006, non publié) lorsque
m = 1 et queΩ est une boule hermitienne de dimension 3 ou 4. Pour alléger cette
section, les résultats auxiliaires utilisés dans ces casparticuliers ont été regroupés dans
l’annexe 7.

Enfin, l’annexe 6 regroupe les critères utilisés pour la localisation des racines
de polynômes par rapport à

{
Rez< 1

2

}
. En degrés 3 et 4, ces critères sont déduits du

critère de stabilité classique de Routh–Hurwitz et du critère de Liénard et Chipart.

L’auteur remercie Guy Roos pour ses conseils pendant la préparation de ce tra-
vail, ainsi que le referee pour ses remarques.

2. Polynômes du type de Hua

2.1. Définition

On considère un triplet(a,b, r) d’entiers naturels, avecr > 0. Lepolynôme du type de
Hua χ = χa,b,r est le polynôme défini par :

(1) χ(s) = χa,b,r (s) =
r

∏
j=1

(
s+1+( j−1) a

2

)
1+b+(r− j)a ,

où (s)k désigne la factorielle croissante

(s)k = s(s+1) . . .(s+k−1) =
Γ(s+k)

Γ(s)
.

On a

(2) degχ = d = r + r(r−1)
2 a+ rb.
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En effet, on a

degχ =
r

∑
j=1

(1+b+(r− j)a) = r + rb+ r(r−1)
2 a.

Le polynômeχ est lié à l’intégrale de Selberg[1], pour Res>−1, par

(3)
Z 1

0
· · ·

Z 1

0

r

∏
j=1

(1− t j)
stb

j ∏
1≤ j<k≤r

∣∣t j − tk
∣∣a dt1 . . .dtr = C(a,b,r)

χ(s) ,

où

C(a,b, r) =
r

∏
j=1

Γ(b+1+( j−1) a
2)Γ( j a

2+1)

Γ( a
2+1)

.

2.2. Polyn̂omes de Hua des domaines hermitiens syḿetriques

Soit Ω un domaine hermitien symétrique irréductible. On désigne parN la norme
générique deΩ et para,b, r ses invariants numériques. L’intégrale de Hua

R

Ω N(z,z)sω(z)
deΩ est donnée par

(4)
Z

Ω
N(z,z)sω(z) = χ(0)

χ(s)

Z

Ω
ω (Res>−1)

(cf. [5]), où χ = χa,b,r .

Il est bien connu que le noyau reproduisant de l’espace à poids

H (Ω,N(z,z)s)

est
KΩ,s(z,t) = CsN(z,t)−g−s,

oùCs est une constante dépendant des. Nous rappelons ci-dessous la démonstration et
précisons la relation entreCs et χ(s).

LEMME 1. Soit Ω un domaine homog̀ene borńe cercĺe irréductible, N(z,t) sa
norme ǵeńerique,χ son polyn̂ome de Hua. Pour s> 0, le noyau reproduisant de l’es-
paceà poids H(Ω,N(z,z)s) est

(5) KΩ,s(z, t) = CΩN(z,t)−g−sχ(s),

où CΩ = 1
χ(0)vol(Ω) .

Démonstration.Si φ est un automorphisme deΩ on a

(6) N(φ(t) ,φ(t))g = |Jφ(t)|2N(t,t)g .

Ceci résulte des relations

B(φ(z) ,φ(t)) = dφ(z)B(z,t)dφ∗ (z) ,

detB(z,z) = N (z,z)g .
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Soit

‖ f‖2s =

Z

Ω
| f (t)|2 N(t,t)sω(t)

la norme deH (Ω,N(z,z)s). Si φ est un automorphisme deΩ, on a par changement de
variable dans l’intégrale et en appliquant (6),

‖ f‖2
s =

Z

Ω
| f ◦φ|2N(φ(t) ,φ(t))sω(φ(t))

=
Z

Ω
| f ◦φ|2N(t, t)s|Jφ(t)|

2s
g |Jφ(t)|2 ω(t) =

∥∥∥∥( f ◦φ) (Jφ)
s
g+1

∥∥∥∥
2

s
.

L’application f 7−→ ( f ◦ φ) (Jφ)
s
g+1

est donc un automorphisme de l’espace de Hil-
bert H (Ω,N(z,z)s). Le noyau reproduisant de cet espace vérifie donc la relation de
transformation

KΩ,s(z,z) = |Jφ(z)|
2s
g +2

KΩ,s(φ(z) ,φ(z)).

Soit z∈Ω et φ ∈ AutΩ tel queφ(z) = 0 ; commeN(0,0) = 1, on déduit de (6)

N(z,z)g = |Jφ(z)|−2 ,

d’où KΩ,s(z,z) = CsN(z,z)−g−s, avecCs = KΩ,s(0,0). On a donc

KΩ,s(z,t) = CsN(z,t)−g−s,

les deux membres étant analytiques réels. En particulier, KΩ,s(0,t) = Cs et

1 = Cs
R

N(t, t)sω ; d’où, en utilisant (4),Cs = χ(s)
χ(0)volΩ = CΩχ(s).

3. Noyau de Bergman des domaines de Cartan-Hartogs

3.1. Noyau de Bergman virtuel

Soit V un espace vectoriel hermitien de dimension finien, dont on note‖ ‖ = ‖ ‖V
la norme hermitienne etωV(z) =

(
i

2π ∂∂‖z‖2
)n

la forme volume associée. SoitΩ un

domaine deV et p : Ω→]0,+∞[ une fonction continue positive surΩ. L’espace des
fonctions holomorphes surΩ est noté Hol(Ω). On noteH(Ω) l’espace de Bergman

H(Ω) = H (Ω,ωV) =

{
f ∈ Hol(Ω) | ‖ f‖2Ω =

Z

Ω
| f (z)|2 ωV(z) < ∞

}

et H(Ω, p) = H(Ω, pωV) l’espace de Bergman à poids

H(Ω, pωV) =

{
f ∈ Hol(Ω) | ‖ f‖2Ω,p =

Z

Ω
| f (z)|2 p(z)ωV(z) < ∞

}
.
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Les produits scalaires de ces espaces de Hilbert sont notésrespectivement( | )Ω et
( | )Ω,p. Le noyau de Bergman deΩ (noyau reproduisant deH(Ω)) est notéKΩ(z,t) ; il
est entièrement déterminé par la fonction analytique-réelleKΩ :

KΩ(z) = KΩ(z,z) (z∈Ω) ,

qui est aussi appelée noyau de Bergman deΩ. De la même manière, le noyau de
Bergman à poids de(Ω, p) (noyau reproduisant deH(Ω, p)) est notéKΩ,p(z,t) et est
entièrement déterminé parKΩ,p(z) = KΩ,p(z,z).

DÉFINITION 1. SoientΩ un domaine dans V et p: Ω→]0,+∞[ une fonction
continue surΩ. On note KΩ,pk(z,w) (resp.KΩ,pk(z)) le noyau de Bergmaǹa poids de(
Ω, pk

)
. On appellenoyau de Bergman virtuelde(Ω, p) la fonction d́efinie par

(7) LΩ,p (z,w; r) = L0 (z,w; r) =
∞

∑
k=0

KΩ,pk(z,w)rk (z,w∈Ω, r ∈ C).

La fonctionL0(z, r) = L0(z,z; r), définie par

(8) LΩ,p (z, r) = L0 (z, r) =
∞

∑
k=0

KΩ,pk(z)rk (z∈Ω, r ≥ 0)

estégalement appelée noyau de Bergman virtuel de(Ω, p).

3.2. Noyau de Bergman de domaines de Hartogs

Soit Ω ⊂ V et p : Ω→]0,+∞[ une fonction continue positive surΩ. On considère le
domaine de HartogŝΩm(p) au-dessus deΩ, défini par

Ω̂m(p) =
{

(z,Z) ∈Ω×Cm | ‖Z‖2 < p(z)
}

.

On munit iciCm de la structure hermitienne standard et de la forme volume associée

ωm(Z) =
(

i
2π ∂∂‖Z‖2

)m
.

Le domainêΩm(p) sera muni de la forme volume

ωV(z)∧ωm(Z).

Le théorème suivant montre comment calculer le noyau de Bergman des domaines de
HartogsΩ̂m(p) (m> 0) à partir du noyau de Bergman virtuel de(Ω, p).

THÉORÈME 1. Le noyau de Bergman̂Km (resp.K̂m) deΩ̂m(p) estégalà

K̂m((z,Z),(w,W)) = Lm(z,w;〈Z,W〉) ,(9)

K̂m(z,Z) = Lm

(
z,‖Z‖2

)
,(10)
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où

Lm(z,w; r) = 1
m!

∂m

∂rm L0(z,w; r),(11)

Lm(z, r) = 1
m!

∂m

∂rmL0(z, r).(12)

3.3. Noyau de Bergman des domaines de Cartan-Hartogs

Soit Ω un domaine homogène borné cerclé irréductible,N(z,t) sa norme générique,χ
son polynôme de Hua. Soit

(13) χ(kµ) =
d

∑
j=0

c j (µ)
(k+1) j

j ! = ∑d
j=0µjCd− j (µ)(k+1) j

la décomposition deχ(kµ) suivant les factorielles croissantes dek.

On considère ledomaine de Cartan-HartogŝΩm(µ) construit au-dessus deΩ :

(14) Ω̂m(µ) =
{
(z,Z) ∈Ω×Cm, ‖Z‖2 < N (z,z)µ

}
.

On noteK̂m,µ((z,Z),(w,W)) le noyau de Bergman dêΩm(µ) et

K̂m,µ(z,Z) = K̂m,µ((z,Z),(z,Z)) .

On noteLm,µ(z,w; r) le noyau de Bergman virtuel de(Ω,N(z,z)µ) et

Lm,µ(z, r) = Lm,µ(z,w; r).

THÉORÈME 2. SoitΩ un domaine homog̀ene borńe cercĺe irréductible. On a

L0,µ(z,w, r) =
CΩ

N (z,w)g

d

∑
j=0

c j (µ)
1

(1− ξ) j+1 ,(15)

L0,µ(z, r) =
CΩ

N (z,z)g

d

∑
j=0

c j (µ)
1

(1−X) j+1 ,(16)

où ξ et X sont les fonctions définies par

ξ(z,w, r) =
r

N(z,w)µ , X(z, r) =
r

N(z,z)µ

et CΩ = 1
χ(0)volΩ .
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Démonstration.D’après le lemme 1 et (13), on a

L0 (z,w; r) =
∞

∑
k=0

KΩ,pk(z,w)rk = CΩ

∞

∑
k=0

N(z,w)−g−kµχ(kµ)rk

=
CΩ

N(z,z)g

∞

∑
k=0

χ(kµ)ξk

où ξ = r
N(z,w)µ . Si P est un polynôme décomposé sous la forme

P(k) =
d

∑
j=0

c j
(k+1) j

j ! ,

on a, pour|ξ|< 1,
∞

∑
k=0

P(k)ξk =
d

∑
j=0

c j
1

(1− ξ) j+1 ,

d’où le résultat pourP(k) = χ(kµ) et χ(kµ) = ∑d
j=0c j (µ)

(k+1) j
j ! .

NOTATIONS. On noteFµ = F0
µ la fonction rationnelle

(17) F0
µ (ξ) =

d

∑
j=0

c j (µ)
1

(1− ξ) j+1

et Pµ = P0
µ le polynôme

(18) P0
µ(η) =

d

∑
j=0

c j (µ)η j .

Plus généralement, pourm entier positif, on noteFm
µ la fraction rationnelle

(19) Fm
µ (ξ) =

d

∑
j=0

( j +m)!
j!

c j (µ)
1

(1− ξ) j+m+1

et Pm
µ le polynôme

(20) Pm
µ (η) =

1
m!

d

∑
j=0

( j +m)!
j!

c j (µ)η j .

THÉORÈME 3. Le noyau de Bergman du domaine

Ω̂m(µ) =
{
(z,Z) ∈Ω×Cm, ‖Z‖2 < N (z,z)µ

}

est

(21) K̂m,µ((z,Z),(w,W)) =
1
m!

C

N(z,w)g+mµFm
µ (ξ),
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où ξ : Ω̂m(µ)× Ω̂m(µ)→C est d́efinie par

(22) ξ((z,Z),(w,W)) =
〈Z,W〉

N(z,w)µ .

Démonstration.On a

L0,µ(z,w, r) =
C

N (z,w)g

d

∑
j=0

c j (µ)
1

(1− ξ) j+1 ,

ξ(z,w, r) =
r

N(z,w)µ

et

Lm,µ(z,w, r) =
1
m!

∂m

∂rmL0,µ(z,w, r)

=
1
m!

C

N(z,w)g+mµ

d

∑
j=0

( j +m)!
j!

c j (µ)
1

(1− ξ) j+m+1 .

On en déduit le noyau de Bergman deΩ̂m(µ) :

K̂m,µ((z,Z),(w,W)) = Lm,µ(z,w;〈Z,W〉) =
1
m!

C

N(z,w)g+mµFm
µ (ξ).

Soitη : Ω̂m(µ)× Ω̂m(µ)→ C définie par

(23) η((z,Z),(w,W)) =
1

1− ξ((z,Z),(w,W))
=

N(z,w)µ−〈Z,W〉
N(z,w)µ .

Le noyau de Bergman dêΩm(µ) s’écrit encore

(24) K̂m,µ((z,Z),(w,W)) =
C

N (z,w)g+mµηm+1Pm
µ (η).

DÉFINITION 2. Le polyn̂ome

Pm
µ (η) =

1
m!

d

∑
j=0

( j +m)!
j!

c j (µ)η j =
d

∑
j=0

(m+1) jCd− j(µ)µjη j

sera appeĺepolynôme représentatif du noyau de Bergman deΩ̂m(µ).
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4. Problème de Lu Qikeng pour les domaines de Cartan-Hartogs

Le problème de Lu Qikengpour un ouvertU deCn consiste à déterminer si le noyau
de BergmanKU(z,w) de ce domaine peut avoir des zéros. Un domaineU est appelé
domaine de Lu Qikengsi son noyau de Bergman ne s’annule pas dansU×U .

Soit Ω un domaine homogène borné cerclé irréductible,N(z,t) sa norme géné-
rique,χ son polynôme de Hua. Pourµ> 0 etmentier positif, on considère ledomaine
de Cartan-HartogŝΩm(µ) construit au-dessus deΩ :

Ω̂m(µ) =
{
(z,Z) ∈Ω×Cm, ‖Z‖2 < N (z,z)µ

}
.

Le noyau de Bergman dêΩm(µ) s’écrit

(25) K̂m,µ((z,Z),(w,W)) =
C

N (z,w)g+mµηm+1Pm
µ (η),

où le polynômePm
µ est lepolynôme repŕesentatif du noyau de Bergman, défini à partir

du polynôme de Huaχ par les relations

χ(kµ) =
d

∑
j=0

µjCd− j (µ)(k+1) j ,(26)

Pm
µ (η) =

d

∑
j=0

(m+1) jµ
jCd− j(µ)η j ,(27)

et la fonctionη est définie par

ξ((z,Z),(w,W)) =
〈Z,W〉

N(z,w)µ ,(28)

η((z,Z),(w,W)) =
1

1− ξ((z,Z),(w,W))
.(29)

LEMME 2. Soientξ et η les fonctions d́efinies sur̂Ωm(µ)× Ω̂m(µ) par (28) et
(29). Alors l’image deξ est le disque unité ∆ de C et l’image deη est le demi-plan{

Reη > 1
2

}
.

Démonstration.Le noyau de Bergman deΩ est

K(z,t) = C0N(z,t)−g,

avecC0 = (volΩ)−1. De la propriété connue du noyau de Bergman :

(30) |K(z,t)|2≤ K(z,z)K(t,t),

on déduit

(31) |N(z, t)|2≥ N(z,z)N(t,t) (z,t ∈Ω).
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DansΩ̂m(µ)× Ω̂m(µ), on a donc

|ξ((z,Z),(t,T))|2 =
|〈Z,T〉|2
N(z,t)2µ ≤

‖Z‖2
N(z,z)µ

‖T‖2
N(t,t)µ < 1.

La fonctionξ prend donc ses valeurs dans le disque unité∆ deC. Comme

ξ
(
(0,Z),(0,ei θ Z)

)
= ei θ ‖Z‖2 ,

l’image deξ est égale à∆.

L’expression (25) du noyau de Bergman deΩ̂m(µ) entraı̂ne alors immédia-
tement

THÉORÈME 4. Le domainêΩm(µ) est un domaine de Lu Qikeng si et seulement
si le polyn̂ome Pm

µ ne s’annule pas dans
{

Reη > 1
2

}
.

Le problème de Lu Qikeng pour les domainesΩ̂m(µ) est ainsi ramené à la lo-
calisation des racines du polynômePm

µ , qui a le même degré que le polynôme de Hua
χ et s’en déduit algébriquement.

5. Solution du problème de Lu Qikeng pour une base de faible dimension

Dans cette section, nous donnons la solution complète du problème de Lu Qikeng
pour les domaines de Cartan-HartogsΩ̂m(µ), lorsque la baseΩ est un domaine borné
symétrique irréductible de dimension au plus 4.

5.1. Cas oùΩ est le disque unit́e deC

Le domaineΩ est le disque unité deC et le domainêΩm(µ) est

Ω̂m(µ) =
{

(z,Z) ∈Ω×Cm, ‖Z‖2 <
(

1−|z|2
)µ}

=
{

(z,Z) ∈ C×Cm, |z|2 +‖Z‖2/µ < 1
}

.

On a (voir l’annexe 7.1)
Pm

µ

(1
2

)
= (m−1)µ

2 +1,

qui est positif pour toutµ> 0 et toutm≥ 1. La racine dePm
µ est donc toujours inférieure

à 1
2 ; d’où

THÉORÈME 5. SiΩ est le disque unité deC, le domainêΩm(µ) est un domaine
de Lu Qikeng pour tout µ> 0 et tout entier m≥ 1.

Ce résultat facile et connu (voir par exemple [7]) n’est cité ici que pour compa-
raison avec les résultats qui suivront et parce qu’il illustre la méthode employée lorsque
Ω est de dimension> 1.
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5.2. Cas oùΩ est de typeI1,2

Le domaineΩ est la boule unité deC2 et le domainêΩm(µ) est

Ω̂m(µ) =
{
(z,Z) ∈Ω×Cm, ‖Z‖2 <

(
1−‖z‖2

)µ}

=
{
(z,Z) ∈ C2×Cm, ‖z‖2 +‖Z‖2/µ < 1

}
.

Le polynôme de Hua est
χ(s) = (s+1)(s+2).

Le polynôme représentatif du noyau de Bergman deΩ̂m(µ) est (voir annexe 7.2)

Pm
µ (η) = (1−µ)(2−µ)+3(m+1)µ(1−µ)η+(m+1)(m+2)µ2η2.

D’après le théorème 4, le domaineΩ̂m(µ) est un domaine de Lu Qikeng si et seulement
si le polynômePm

µ (η) a toutes ses racines dans le demi plan
{

Re(z)≤ 1
2

}
. D’après la

proposition 1, ces racines sont situees dans le demi plan
{

Re(z) < 1
2

}
si et seulement

si

Pm
µ

(
1
2

)
> 0,(32)

dPm
µ

dη
(1

2

)
> 0.(33)

On a (annexe 7.2)
1

(m+1)µ
dPm

µ
dη

(
1
2

)
= 3+(m−1)µ;

la condition (33) est donc vérifiée pour toutµ> 0 et toutm≥ 1.

On a d’autre part (annexe 7.2)

Pm
µ

(1
2

)
= m(m−3)

4 µ2 + 3(m−1)
2 µ+2.

Si m≥ 3, tous les coefficients de ce polynôme enµsont non négatifs et on aPm
µ

(1
2

)
> 0

pour toutµ> 0.

Si m= 1, on a
P1

µ

(1
2

)
= 2− µ2

2 ,

qui est strictement positif si et seulement siµ< µ1 = 2.

Si m= 2, on a
P2

µ

(
1
2

)
= 2+ 3

2µ− 1
2µ2,

qui est strictement positif si et seulement siµ< µ2 = 4. Les conditions (33) et (32) sont
donc vérifiées pourµ < µm, µm étant la racine positive dePm

µ

(
1
2

)
. Comme l’ensemble

des racines varie continûment en fonction deµ, le domaine est de Lu Qikeng si et
seulement siµ≤ µm. En conclusion :

THÉORÈME 6. SoitΩ la boule unit́e deC2. Le domainêΩm(µ) est un domaine
de Lu Qikeng
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• pour m= 1, si et seulement si µ≤ 2 ;

• pour m= 2, si et seulement si µ≤ 4 ;

• pour m≥ 3, quel que soit µ> 0.

Si m= 1, ce résultat est dû à H.P. Boas, Siqi Fu, E. Straube ([4]); voir aussi [7].
Pourm> 1, les résultats du théorème sont nouveaux.

5.3. Cas oùΩ est de typeI1,3

Le domaineΩ est la boule hermitienne de dimension 3. Le polynôme de Hua est

χ(s) = (s+1)(s+2)(s+3).

Le polynôme représentatif du noyau de Bergman deΩ̂m(µ) est (voir annexe 7.3)

Pm
µ (η) = (1−µ)(2−µ)(3−µ)+ (m+1)µ(1−µ)(11−7µ)η

+6(m+1)(m+2)(1−µ)µ2η2 +(m+1)(m+2)(m+3)µ3η3.

On a

Pm
µ

(
1
2

)
= 6+ 11(m−1)

2 µ+ 3m(m−3)
2 µ2 +

(m−1)(m2−5m−2)
8 µ3.

Pour 1≤m≤ 5, soitµm l’unique racine positive du polynômeqm défini parqm(µ) =
Pm

µ

(1
2

)
. On a (cf. proposition 7)

0 < µ1 =
√

2 < µ2 < µ3 < µ4 < µ5.

Du théorème 11, on déduit la solution complète du probl`eme de Lu Qikeng
lorsqueΩ est de typeI1,3 :

THÉORÈME 7. SoitΩ une boule hermitienne de dimension3. Si m≥ 6, le do-
maine de Cartan-HartogŝΩm(µ) est un domaine de Lu Qikeng pour tout µ∈]0,+∞[.
Si1≤m≤ 5, le domaine de Cartan-HartogŝΩm(µ) est un domaine de Lu Qikeng si et
seulement si0 < µ≤ µm.

Pourm = 1, ce résultat a été obtenu par Weiping Yin ([7]) par une m´ethode
différente mais essentiellement équivalente. Les résultats du théorème sont nouveaux
pourm> 1.

5.4. Cas oùΩ est de typeIV3

Le domaineΩ est la boule de Lie de dimension 3 (isomorphe au domaine symétrique
associé à l’espaceS2(C) des matrices symétriques(2,2)). Les invariants numériques
sonta = 1, b = 0, r = 2. Le polynôme de Hua est

χ(s) = (s+1)
(
s+ 3

2

)
(s+2).
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Le polynôme représentatif du noyau de Bergman deΩ̂m(µ) est (voir annexe 7.4)

Pm
µ (η) = (1−µ)(2−µ)

(3
2−µ

)
+(m+1)µ(1−µ)

(13
2 −7µ

)
η

+3(m+1)(m+2)
(

3
2−2µ

)
µ2η2 +(m+1)(m+2)(m+3)µ3η3.

On a

Pm
µ

(
1
2

)
=

(m−1)(m2−5m−2)
8 µ3 + 9m(m−3)

8 µ2+ 13(m−1)
4 µ+3.

Pour 1≤m≤ 5, soientqm les polynômes définis par

qm(µ) = Pm
µ

(
1
2

)

et soitµm l’unique racine positive du polynômeqm. On a (cf. proposition 11)

0 < µ1 = 2√
3

< µ2 < µ3 < µ4 < µ5.

Du théorème 12, on déduit la solution complète du probl`eme de Lu Qikeng
lorsqueΩ est de typeIV3 :

THÉORÈME 8. SoitΩ une boule de Lie de dimension3. Si m≥ 6, le domaine de
Cartan-HartogŝΩm(µ) est un domaine de Lu Qikeng pour tout µ∈]0,+∞[. Si1≤m≤
5, le domaine de Cartan-HartogŝΩm(µ) est un domaine de Lu Qikeng si et seulement
si 0 < µ≤ µm.

Les résultats de ce théorème sont entièrement nouveaux.

5.5. Cas oùΩ est de typeI1,4

Le domaineΩ est la boule hermitienne de dimension 4. Le polynôme de Hua est

χ(s) = (s+1)(s+2)(s+3)(s+4).

Le polynôme représentatif du noyau de Bergman deΩ̂m(µ) est (voir annexe 7.5)

Pm
µ (η) = (1−µ)(2−µ)(3−µ)(4−µ)

+5(m+1)(1−µ)(5−3µ)(2−µ)µη

+5(m+1)2(1−µ)(7−5µ)µ2η2

+10(m+1)3 (1−µ)µ3η3 +(m+1)4µ4η4

On a

Pm
µ

(
1
2

)
= (4+mµ)

[
6+ 1

4(19m−25)µ+m(m−5)µ2

+ 1
16(m

3−10m2+15m+10)µ3
]
.
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Pour 1≤m≤ 7, soitµm la plus petite racine positive du polynômeqm défini parqm(µ)=
Pm

µ

(
1
2

)
. On a (cf. proposition 15)

0 < µ1 =
√

3
2 < µ2 < µ3 < µ4 < µ5 < µ6 < µ7.

Du théorème (13), on déduit la solution complète du problème de Lu Qikeng
lorsqueΩ est de typeI1,4 :

THÉORÈME 9. SoitΩ une boule hermitienne de dimension4. Si m≥ 8, le do-
maine de Cartan-HartogŝΩm(µ)est un domaine de Lu Qikeng pour tout µ∈]0,+∞[.
Si 1 ≤ m≤ 7, le domaineΩ̂m(µ) est un domaine de Lu Qikeng si et seulement si
0 < µ≤ µm.

Pourm = 1, ce résultat a été obtenu par Liyou Zhang et Jong-do Park(2006,
non publié). Les résultats du théorème sont nouveaux pour m> 1.

5.6. Cas oùΩ est de typeIV4

Le domaineΩ est la boule de Lie de dimension 4. Le polynôme de Hua est

χ(s) = (s+1)(s+2)2 (s+3).

Le polynôme représentatif du noyau de Bergman deΩ̂m(µ) est (voir annexe 7.6)

Pm
µ (η) = (1−µ)(2−µ)2 (3−µ)+ (m+1)(1−µ)(7−5µ)(4−3µ)µη

+(m+1)2(1−µ)(23−25µ)µ2η2 +2(m+1)3 (4−5µ)µ3η3

+(m+1)4µ4η4.

On a

Pm
µ

(
1
2

)
= 12+14(m−1)µ+ 23m(m−3)

4 µ2

+(m−1)(m2−5m−2)µ3+ m3−10m2+15m+10
16 µ4.

Pour 1≤m≤ 7, soitµm la plus petite racine positive du polynômeqm défini par
qm(µ) = Pm

µ

(1
2

)
On a (cf. proposition 20)

0 < µ1 = 1
2

√
23−

√
337< µ2 < µ3 < µ4 < µ5 < µ6 < µ7.

Du théorème (14), on déduit la solution complète du problème de Lu Qikeng
lorsqueΩ est de typeIV4. Les résultats de ce théorème sont entièrement nouveaux.

THÉORÈME 10. SoitΩ une boule de Lie de dimension4. Si m≥ 8, le domaine
de Cartan-HartogŝΩm(µ) est un domaine de Lu Qikeng pour tout µ∈]0,+∞[. Si1≤
m≤ 7, le domainêΩm(µ) est un domaine de Lu Qikeng si et seulement si0 < µ≤ µm.
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Annexes

6. Localisation des racines

Le problème de Lu Qikeng pour les domaines de Cartan-Hartogs Ω̂m(µ) a été ramené
à la localisation des racines du polynômePm

µ par rapport au demi-plan
{

Rez> 1
2

}

(théorème 4). Nous rappelons ci-dessous lecritère de Routh–Hurwitzqui permet de
déterminer quand un polynôme à coefficients réels a toutes ses racines dans le demi-
plan{Rez< 0}. Dans les paragraphes suivants, nous en déduisons les critères utilisés
pour résoudre le problème de Lu Qikeng pour un domaine de Cartan–Hartogs dont la
baseΩ est de dimension au plus 4.

6.1. Critère de Routh–Hurwitz

Soit P un polynôme à coefficients réels de degrén

(34) P(z) = a0zn +a1z
n−1 + . . .+an−1z+an;

on supposea0 > 0. Le polynômeP est ditstablesi toutes ses racines ont des parties
réelles négatives.

L’étude de la stabilité des polynômes intervient dans lathéorie du contrôle. En
effet, l’équation caractéristique d’un système d’équations différentielles linéaires est
un polynôme et la stabilité du système se traduit par le fait que toutes les racines de
l’équation caractéristique soient dans le demi-plan négatif.

En 1875, le mécanicien anglais Routh a élaboré un algorithme qui permet de
déterminer si un polynôme est stable (et plus généralement de localiser ses racines
par rapport à{Rez= 0}). Vingt ans plus tard, le mathématicien allemand Hurwitz
a donné un critère équivalent, dans une forme différente, utilisant les déterminants
(déterminants de Hurwitz)

∆1 = a1, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣
a1 a3

a0 a2

∣∣∣∣∣∣
, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a3 a5

a0 a2 a4

0 a1 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a3 a5 · · · 0

a0 a2 a4 · · · 0

0 a1 a3 · · · 0
... a0 a2 · · · · · ·

0 0 0 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

CRITÈRE (Critère de Routh–Hurwitz). Le polynôme (34) est stable si et seule-
ment si lesn déterminants de Hurwitz sont positifs.
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En 1914, les mathématiciens français Liénard et Chipartont établi un critère
de stabilité, différent de celui de Routh-Hurwitz, en constatant que lorsque les coef-
ficients a0, a1 , · · · , an sont positifs, les conditions sur la positivité des∆i ne sont
pas indépendantes. Par exemple, pourn = 4, les conditions de stabilité se réduisent à
a1 > 0, a2 > 0, a4 > 0 et∆3 > 0.

6.2. Polyn̂omes de degŕe2

Soit
Q(z) = a0z2 +a1z+a2,

aveca0 > 0. Les déterminants de Hurwitz sont

∆1 = a1, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣
a1 0

a0 a2

∣∣∣∣∣∣
= a1a2.

Le polynômeQ est stable si et seulement si on a

(35) a1 > 0, a2 > 0.

PROPOSITION1. Le polyn̂ome du second degré P a ses racines dans
{

Rez< 1
2

}

si et seulement si le polynôme Q(z) = P
(

1
2 +z

)
est stable, c’est-̀a-dire si

(36) P
(

1
2

)
> 0, P′

(
1
2

)
> 0.

Il est également facile d’établir cette proposition directement, sans recours au
critère de Routh–Hurwitz.

6.3. Polyn̂omes de degŕe3

Soit
Q(z) = a0z3 +a1z2 +a2z+a3,

aveca0 > 0. Les déterminants de Hurwitz sont

∆1 = a1, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣
a1 a3

a0 a2

∣∣∣∣∣∣
, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a3 0

a0 a2 0

0 a1 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a3∆2.

Le polynômeQ est stable si et seulement si on a

a1 > 0, ∆2 > 0, a3 > 0.

Comme∆2 = a1a2−a0a3, cette condition équivaut à

(37) a3 > 0, a2 > 0, ∆2 > 0.
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SoitP(z) = α+βz+ γz2 +δz3 un polynôme de degré 3 à coefficients réels avec
δ > 0. Ce polynôme a ses racines dans

{
Rez< 1

2

}
si et seulement si le polynôme

Q(z) = P
(

1
2 +z

)
est stable. On a

Q(z) = a0z3 +a1z2 +a2z+a3,

aveca3 = P
(

1
2

)
, a2 = P′

(
1
2

)
et

∆2 =

∣∣∣∣∣∣
β + γ+ 3

4δ δ

α+ β
2 + γ

4 + δ
8 γ+ 3

2δ

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣
β + γ+ 3

4δ δ

α− γ
4− δ

4 γ+ δ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
β + γ+ δ δ

α γ+ δ

∣∣∣∣∣∣
.

On en déduit

PROPOSITION 2. Soit P(z) = α + βz+ γz2 + δz3 un polyn̂ome de degŕe 3 à
coefficients ŕeels avecδ > 0. Ce polyn̂ome a toutes ses racines dans

{
Rez< 1

2

}
si et

seulement si on a

P
(

1
2

)
> 0, P′

(
1
2

)
> 0,(38)

∆2 = (γ+ δ)(β + γ+ δ)−αδ > 0.(39)

6.4. Polyn̂omes de degŕe4

Soit

Q(z) = a0z4 +a1z3 +a2z2 +a3z+a4

un polynôme à coefficients réels aveca0 > 0. Les déterminants de Hurwitz sont

∆1 = a1, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣
a1 a3

a0 a2

∣∣∣∣∣∣
, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a3 0

a0 a2 a4

0 a1 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∆4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a3 0 0

a0 a2 a4 0

0 a1 a3 0

0 0 a2 a4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= a4∆3.
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Le polynômeQ est stable si et seulement tous les∆ j sont positifs. Les conditions∆3 > 0
et ∆4 > 0 sont équivalentes à

(40) ∆3 > 0, a4 > 0.

D’autre part, on a
∆3 = a3∆2−a2

1a4

et les conditions (40) eta3 > 0 entraı̂nent donc∆2 > 0. Finalement,∆2 = a1a2−a0a3

et a2 > 0 entraı̂nea1 > 0 si les conditions précédentes sont réalisées. Le critère de
Routh–Hurwitz est ainsi équivalent au critère de Liénard et Chipart, qui s’écrit ici

PROPOSITION3. Le polyn̂omeà coefficients ŕeels

Q(z) = a0z4 +a1z3 +a2z2 +a3z+a4

(a0 > 0) est stable si et seulement si on a

(41) a2 > 0, a3 > 0, a4 > 0, ∆3 > 0.

Soit
P(z) = α+ βz+ γz2+ δz3 + εz4

un polynôme de degré 4 à coefficients réels avecε > 0. Soit

Q(z) = a0z4 +a1z3 +a2z2 +a3z+a4

le polynômeQ(z) = P
(

1
2 +z

)
. On a

a4 = P
(1

2

)
= α+ 1

2β + 1
4γ+ 1

8δ+ 1
16ε,

a3 = P′
(

1
2

)
= β + γ+ 3

4δ+ 1
2ε,

a2 = 1
2P′′

(
1
2

)
= γ+ 3

2δ+ 3
2ε,

a1 = 1
6P′′′

(
1
2

)
= δ+2ε,

a0 = ε.

Le polynôme de Hurwitz∆3 relatif àQ est

∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a3 0

a0 a2 a4

0 a1 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a1a2a3−a2

1a4−a0a2
3

= (δ+2ε)
(
γ+ 3

2δ+ 3
2ε

)(
β + γ+ 3

4δ+ 1
2ε

)

− (δ+2ε)2
(

α+ β
2 + γ

4 + δ
8 + ε

16

)
− ε

(
β + γ+ 3

4δ+ 1
2ε

)2
.

On a

(42) ∆3 = (ε+ δ+ γ+ β)[(ε+ δ+ γ)(ε+ δ)− εβ]− (2ε+ δ)2 α.

On a finalement, en appliquant cette relation et la proposition 3 :
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PROPOSITION4. Soit

P(z) = α+ βz+ γz2+ δz3 + εz4

un polyn̂ome de degŕe4 à coefficients ŕeels avecε > 0. Les racines du polyn̂ome P sont
toutes sitúees dans

{
Rez< 1

2

}
si et seulement si P vérifie les conditions

P
(

1
2

)
> 0, P′

(
1
2

)
> 0, P′′

(
1
2

)
> 0,(43)

∆3≡ (ε+ δ+ γ+ β)[(ε+ δ+ γ)(ε+ δ)− εβ]− (2ε+ δ)2 α > 0.(44)

7. Tables

On trouvera ci-dessous pour les types indiqués de domainesbornés symétriques :

• le polynôme de Hua

χ(s) =
r

∏
j=1

(
s+1+( j−1) a

2

)
1+b+(r− j)a ;

• les coefficientsCj(µ) de la décomposition

χ(kµ) =
d

∑
j=0

µjCd− j (µ)(k+1) j ;

• le polynôme représentatif du noyau de Bergman deΩ̂m(µ)

Pm
µ (η) =

d

∑
j=0

(m+1) jCd− j(µ)µjη j ;

• ses polynômes dérivésd
k

dηk Pm
µ (η) (1≤ k < d) ;

• leurs valeurs pourη = 1
2 ;

• en dimension 3, le déterminant de Hurwitz

∆2 = (γ+ δ)(β + γ+ δ)−αδ

associé au polynômePm
µ

(1
2 + η

)
= α+ βη+ γη2+ δη3 ;

• en dimension 4, le déterminant de Hurwitz

∆3≡ (ε+ δ+ γ+ β)[(ε+ δ+ γ)(ε+ δ)− εβ]− (2ε+ δ)2 α

associé au polynômePm
µ

(1
2 + η

)
= α+ βη+ γη2+ δη3 + εη4 ;

• éventuellement, les valeurs ci-dessus pour des valeurs particulières dem.



74 F.Z. Demmad-Abdessameud

7.1. TypeI1,1

Le domaineΩ est le disque unité deC. On a

χ(s) = s+1,

C1(µ) = 1−µ, C0(µ) = 1,

Pm
µ (η) = 1−µ+(m+1)µη,

Pm
µ

(
1
2

)
= 1+ m−1

2 µ.

7.2. TypeI1,2

Le domaineΩ est la boule unité deC2. On a

χ(s) = (s+1)(s+2),

C0(µ) = 1, C1(µ) = 3(1−µ), C2(µ) = (1−µ)(2−µ),

Pm
µ (η) = (1−µ)(2−µ)+3(m+1)µ(1−µ)η+(m+1)2µ

2η2.

Signe dePm
µ

(
1
2

)

On a
qm(µ) = Pm

µ

(1
2

)
= (2+mµ)

(
1+ m−3

4 µ
)
.

PROPOSITION5. Pour m≥ 3, Pm
µ (1

2) est positif pour tout µ> 0. Pour m≤ 2, le

polynôme qm admet une seule racine positive µm (µ1 = 2 < µ2 = 4) et Pm
µ (1

2) est positif
ou nul si et seulement si0 < µ≤ µm.

Signe de
dPm

µ
dη

(
1
2

)

1
(m+1)µ

dPm
µ

dη
(

1
2

)
= 3+(m−1)µ.

PROPOSITION6. Pour tout m≥ 1 et pour tout µ> 0, on a
dPm

µ
dη

(
1
2

)
> 0.

7.3. TypeI1,3

Le domaineΩ est la boule unité deC3. On a

χ(s) = (s+1)(s+2)(s+3) ,

C0(µ) = 1, C1(µ) = 6(1−µ),

C2(µ) = (1−µ)(11−7µ), C3 (µ) = (1−µ)(2−µ)(3−µ),

Pm
µ (η) = (1−µ)(2−µ)(3−µ)+ (m+1)(1−µ)(11−7µ)µη

+6(m+1)2(1−µ)µ2η2 +(m+1)3µ3η3.
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Signe dePm
µ

(
1
2

)

On a

Pm
µ

(
1
2

)
= qm(µ) = [4+(m−1)µ]rm(µ),

rm(µ) = 1
8

(
12+8(m−1)µ+(m2−5m−2)µ2

)
.

Cas particuliers(1≤m≤ 5) :

r1(µ) = 3
4

(
2−µ2

)
,

r2(µ) = 1
2(3+2µ−2µ2),

r3(µ) = 1
2(3+4µ−2µ2),

r4(µ) = 3
4(2+4µ−µ2),

r5(µ) = 1
4

(
6+16µ−µ2

)
.

Racines positives de qm :

µ1 =
√

2 < µ2 = 1+
√

7
2 < µ3 = 1+

√
5
2 < µ4 = 2+

√
6 < µ5 = 8+

√
70.

PROPOSITION7. Pour m≥ 6, Pm
µ (1

2) est positif pour tout µ> 0. Pour m≤ 5,

le polyn̂ome qm admet une seule racine positive µm et Pm
µ (1

2) est positif ou nul si et
seulement si0 < µ≤ µm.

Signe de
dPm

µ
dη

(
1
2

)

On a
q1

m(µ) = 1
(m+1)µ

dPm
µ

dη
(

1
2

)
= 11+6(m−1)µ+ 1

4

(
3m2−9m−2

)
µ2.

Cas particuliers(1≤m≤ 3) :

q1
1(µ) = 11−2µ2,

q1
2(µ) = 11+6µ−2µ2,

q1
3(µ) = 11+12µ− 1

2µ2.

Racines positives de q1
m (1≤m≤ 3) :

0 < µ1
1 =

√
11
2 < µ1

2 = 3+
√

31
2 < µ1

3 = 12+
√

166,

0 < µm < µ1
m (1≤m≤ 3).

PROPOSITION8. Pour m≥ 4, on a
dPm

µ
dη

(1
2

)
> 0 pour tout µ> 0. Pour m≤ 3,

le polyn̂ome q1m poss̀ede une seule racine positive µ1
m et est positif sur

[
0,µ1

m

]
.
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Signe de
d2 Pm

µ

dη2

(
1
2

)

1
(m+1)2µ2

d2 Pm
µ

dη2

(1
2

)
= 3(4+(m−1)µ).

PROPOSITION9. On a
d2 Pm

µ

dη2

(
1
2

)
> 0

pour tout µ> 0 et tout m≥ 1.

Déterminant de Hurwitz ∆2

SoientPm
µ (η) = α+ βη+ γη2+ δη3 et Rm(µ) le polynôme défini par

Rm(µ) = ∆2 = (γ+ δ)(β + γ+ δ)−αδ.

On a

Sm(µ) = 1
(m+1)2µ3 Rm(µ) = [4+(m−1)µ](3+mµ)Tm(µ),

Tm(µ) = 5m+4+(m2−2m−2)µ.

Cas particuliers(1≤m≤ 2) : T1(µ) = 9−3µ, T2(µ) = 14−2µ.

PROPOSITION10. Pour m≥ 3, on a Rm(µ) > 0 pour tout µ> 0. Pour m≤ 2, le
polynôme Rm admet une unique racine positiveνm (ν1 = 3, ν2 = 7) et on aνm > µm.

Localisation des racines dePm
µ

THÉORÈME 11. SoitΩ la boule hermitienne de dimension3 et soit Pm
µ le po-

lynôme repŕesentatif du noyau de Bergman dêΩm(µ). Pour m≥ 6, les racines du
polynôme Pm

µ sont dans le demi-plan
{

Reη≤ 1
2

}
quel que soit µ> 0. Pour m≤ 5, les

racines du polyn̂ome Pm
µ sont toutes dans le demi-plan

{
Reη≤ 1

2

}
si et seulement si

0 < µ≤ µm, où µm désigne l’unique racine positive de qm(µ) = Pm
µ

(
1
2

)
.

Démonstration.En rassemblant les résultats des propositions 7, 8, 10 et enappliquant
la proposition 2, on conclut que toutes les racines du polynˆomePm

µ sont dans le demi-
plan

{
Reη < 1

2

}
si et seulement si 0< µ < µm. Comme l’ensemble des racines varie

continûment en fonction deµ, les racines du polynômePm
µ sont dans le demi-plan{

Reη≤ 1
2

}
si et seulement si 0< µ≤ µm.

7.4. TypeIV3

Le domaineΩ est la boule de Lie de dimension 3. Les invariants numériques sonta= 1,
b = 0, r = 2. Le polynôme de Hua est

χ(s) = (s+1)
(
s+ 3

2

)
(s+2).
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Les coefficients de la décomposition deχ(kµ) sont

C0(µ) = 1, C1(µ) = 3
(

3
2−2µ

)
,

C2(µ) = (1−µ)
(

13
2 −7µ

)
,

C3 (µ) = (1−µ)(2−µ)
(

3
2−µ

)
.

Le polynôme représentatif du noyau de Bergman deΩ̂m(µ) est

Pm
µ (η) = (1−µ)(2−µ)

(3
2−µ

)
+(m+1)µ(1−µ)

(13
2 −7µ

)
η

+3(m+1)2
(

3
2−2µ

)
µ2η2 +(m+1)3µ3η3.

Signe dePm
µ (1

2)

On a

Pm
µ

(
1
2

)
= qm(µ) = [3+(m−1)µ]rm(µ),

rm(µ) = 1
8

(
8+6(m−1)µ+(m2−5m−2)µ2

)
.

Cas particuliers(1≤m≤ 5) :

r1(µ) = 1
4

(
4−3µ2

)
,

r2(µ) = 1
4(4+3µ−4µ2),

r3(µ) = 1
2(1+2µ)(2−µ),

r4(µ) = 1
4

(
4+9µ−3µ2

)
,

r5(µ) = 1
4(4+12µ−µ2).

Racines positives de qm (1≤m≤ 5) :

µ1 = 2√
3

< µ2 = 3+
√

73
8 < µ3 = 2 < µ4 = 9+

√
129

6 < µ5 = 2(3+
√

10).

PROPOSITION11. Pour m≥ 6, Pm
µ (1

2) est positif pour tout µ> 0. Pour m≤ 5,

le polyn̂ome qm admet une seule racine positive µm et Pm
µ (1

2) est positif ou nul si et
seulement si0 < µ≤ µm.

Signe de
dPm

µ
dη

(
1
2

)

On a
q1

m(µ) = 1
(m+1)µ

dPm
µ

dη
(

1
2

)
= 13

2 + 9
2(m−1)µ+ 1

4

(
3m2−9m−2

)
µ2.

Cas particuliers(1≤m≤ 3) :

q1
1(µ) = 13

2 −2µ2,

q1
2(µ) = 1

2(1+µ)(13−4µ),

q1
3(µ) = 13

2 +9µ− 1
2µ2.
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Racines positives de q1
m (1≤m≤ 3) :

0 < µ1
1 =

√
13
2 < µ1

2 = 13
4 < µ1

3 = 9+
√

94,

0 < µm < µ1
m (1≤m≤ 3).

PROPOSITION12. Pour m≥ 4, on a
dPm

µ
dη

(1
2

)
> 0 pour tout µ≥ 0. Pour m≤ 3,

le polyn̂ome q1m poss̀ede une seule racine positive µ1
m et est positif sur

[
0,µ1

m

]
.

Signe de
d2 Pm

µ

dη2

(
1
2

)

1
(m+1)2µ2

d2Pm
µ

dη2

(
1
2

)
= 3(3+(m−1)µ).

PROPOSITION13. On a
d2 Pm

µ

dη2

(
1
2

)
> 0 pour tout m≥ 1 et tout µ> 0.

Déterminant de Hurwitz ∆2

SoientPm
µ (η) = α+ βη+ γη2+ δη3 et Rm(µ) le polynôme défini par

Rm(µ) = ∆2 = (γ+ δ)(β + γ+ δ)−αδ.

On a

Sm(µ) = 1
(m+1)2µ3 Rm(µ) = [3+(m−1)µ]sm(µ),

sm(µ) = 35m+27
4 + 3(m−1)(4m+3)

2 µ+m(m−1)
(
m2−2m−2

)
µ2.

Cas particuliers(1≤m≤ 2) :

s1(µ) = 1
2(31−6µ2),

s2(µ) = 1
4

(
97+66µ−16µ2

)
.

PROPOSITION14. Pour m≥ 3, on a Rm(µ)> 0 pour tout µ> 0. Pour1≤m≤ 2,
le polyn̂ome Rm admet une unique racine positiveνm et on aνm > µm.

Localisation des racines dePm
µ

THÉORÈME 12. Soit Ω un domaine syḿetrique de type IV3 et soit Pm
µ le po-

lynôme repŕesentatif du noyau de Bergman dêΩm(µ). Pour m≥ 6, les racines du
polynôme Pm

µ sont dans le demi-plan
{

Reη≤ 1
2

}
quel que soit µ> 0. Pour m≤ 5, les

racines du polyn̂ome Pm
µ sont toutes dans le demi-plan

{
Reη≤ 1

2

}
si et seulement si

0 < µ≤ µm,où µm désigne l’unique racine positive de qm(µ) = Pm
µ

(
1
2

)
.
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Démonstration.En rassemblant les résultats des propositions 11, 12, 14 eten appli-
quant la proposition 2, on voit que toutes les racines du polynômePm

µ sont dans le

demi-plan
{

Reη < 1
2

}
si et seulement si 0< µ < µm. Comme l’ensemble des racines

varie continûment en fonction deµ, les racines du polynômePm
µ sont dans le demi-plan{

Reη≤ 1
2

}
si et seulement si 0< µ≤ µm.

7.5. TypeI1,4

Le domaineΩ est la boule unité deC4. On a

χ(s) = (s+1)(s+2)(s+3)(s+4),(45)

C0(µ) = 1, C1(µ) = 10(1−µ)(46)

C2(µ) = 5(1−µ)(7−5µ),(47)

C3 (µ) = 5(1−µ)(2−µ)(5−3µ),(48)

C4(µ) = (1−µ)(2−µ)(3−µ)(4−µ).(49)

Le polynôme représentatif du noyau de Bergman deΩ̂m(µ) est

Pm
µ (η) =

4

∑
j=0

( j +m) j C4− j (µ)µjη j

=
(
35µ2−50µ−10µ3+µ4+24

)

+5(1+m)
(
14µ3−21µ2−3µ4+10µ

)
η

+5(1+m)2

(
5µ4−12µ3+7µ2)η2

+10(1+m)3

(
µ3−µ4)η3 +(1+m)4µ4η4.

Signe dePm
µ

(
1
2

)

On a

Pm
µ

(
1
2

)
= qm(µ) = (4+mµ)rm(µ),

rm(µ) = 6+
19m−25

4
µ+m(m−5)µ2+

m3−10m2+15m+10
16

µ3.

Le polynômeT (m) = 10+ 15m−10m2 + m3 a pour dérivéeT ′ (m) = 3m2−
20m+15, qui est positive sim≥ 6. CommeT (7) =−32 etT (8) = 2, tous les coeffi-
cients derm sont positifs pourm≥ 8, d’oùPm

µ

(1
2

)
> 0 si m≥ 8.
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Cas particuliers(1≤m≤ 7) :

r1(µ) = (µ−4)
(
µ2− 3

2

)
,

r2(µ) = 6+ 13
4 µ−6µ2+ 1

2µ3,

r3(µ) = 6+8µ−6µ2− 1
2µ3,

r4(µ) = 6+ 51
4 µ−4µ2− 13

8 µ3,

r5(µ) = 6+ 35
2 µ− 5

2µ3,

r6(µ) = 6+ 89
4 µ+6µ2− 33

12µ3,

r7(µ) = 6+27µ+14µ2−2µ3.

Racines positives des polynômes qm(µ) = Pm
µ

(
1
2

)
: ce sont les racines positives de

rm(µ).

• Racines positives der1 (µ) : deux racines positives

µ1 = µ1,1 =

√
3
2

< µ1,2 = 4.

• Racines positives der2 (µ) : deux racines positivesµ2,1 = µ2 et µ2,2 telles que

5
4

< µ2,1 = µ2 <
3
2

< 10< µ2,2.

• Racines positives der3 (µ) : une seule racine positiveµ3, avec

3
2

< µ3 <
7
4
.

• Racines positives der4 (µ) : une seule racine positiveµ4,avec

2 < µ4 <
9
4
.

• Racines positives der5 (µ) : une seule racine positiveµ5, avec

11
4

< µ5 < 3.

• Racines positives der6 (µ) : une seule racine positiveµ6, avec

4 < µ6 <
9
2
.

• Racines positives der7 (µ) : une seule racine positiveµ7, avec

8 < µ7 < 9.
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On a µ1 < µ2 < µ3 < µ4 < µ5 < µ6 < µ7. Les résultats peuvent être vérifiés
avec un logiciel de calcul formel telle que MATHEMATICA et résumés dans le tableau
ci-dessous :

m 1 2 3 4 5 6 7

µm,1

√
3
2 1.41518 1.68819 2.10335 2.8029 4.22107 8.60867

µm,2 4 11.333

PROPOSITION15. Pour m≥ 8, Pm
µ (1

2) est positif pour tout µ> 0. Pour m≤ 2,

le polyn̂ome qm admet deux racines positives µm = µm,1 < µm,2, et Pm
µ (1

2) est positif ou
nul si et seulement si0 < µ≤ µm ou µ≥ µm,2. Pour3≤m≤ 7, le polyn̂ome qm admet
une seule racine positive µm et Pm

µ (1
2) est positif ou nul si et seulement si0 < µ≤ µm.

Signe de
dPm

µ
dη

(
1
2

)

On a

q1
m(µ) = 1

(m+1)µ
dPm

µ
dη

(
1
2

)
= (5+(m−1)µ)r1

m(µ),

r1
m(µ) = 10+5(m−1)µ+ m2−5m−4

2 µ2.

Cas particuliers(1≤m≤ 5) :

r1
1(µ) = 2(5−2µ2),

r1
2(µ) = 5(1+µ)(2−µ),

r1
3(µ) = 5(2+2µ−µ2),

r1
4(µ) = 10+15µ−4µ2,

r1
5(µ) = 2(5+10µ−µ2).

Racines positives de q1
m (1≤m≤ 5) :

m 1 2 3 4 5

µ1
m

√
5
2 2

√
3+1 1

8

(√
385+15

) √
30+5

On a 0< µm < µ1
m (1≤m≤ 5).

PROPOSITION16. Pour m≥ 6, on a
dPm

µ
dη

(1
2

)
> 0 pour tout µ> 0. Pour m≤ 5,

le polyn̂ome q1m poss̀ede une seule racine positive µ1
m et est positif sur

[
0,µ1

m

]
.
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Signe de
d2 Pm

µ

dη2

(
1
2

)

On a

q2
m(µ) = 1

(m+1)2µ2
d2 Pm

µ

dη2

(1
2

)
=

(
3m2−9m−4

)
µ2 +30(m−1)µ+70.

Cas particuliers(1≤m≤ 3) :

q2
1(µ) = 10

(
7−µ2

)
,

q2
2(µ) = 10

(
7+3µ−µ2

)
,

q2
3(µ) = 2

(
35+30µ−2µ2

)
.

Racines positives de q2
m (1≤m≤ 3) :

m 1 2 3

µ2
m

√
7 1

2

√
37+ 3

2
1
2

√
295+ 15

2

On a 0< µm < µ1
m < µ2

m (1≤m≤ 3) etµ2
m < µm,2 (1≤m≤ 2).

PROPOSITION17. Pour m≥ 4, on a
d2 Pm

µ

dη2

(
1
2

)
> 0 pour tout µ> 0. Pour m≤ 3,

le polyn̂ome q2m poss̀ede une seule racine positive µ2
m et est positif sur

[
0,µ2

m

]
.

Signe de
d3 Pm

µ

dη3

(
1
2

)

On a

1
(m+1)3µ3

d3 Pm
µ

dη3

(
1
2

)
= 12((m−1)µ+5).

PROPOSITION18. On a
d3 Pm

µ

dη3

(1
2

)
> 0 pour tout µ> 0 et tout m≥ 1.

Déterminant de Hurwitz ∆3

PourPm
µ (η) = α+ βη+ γη2+ δη3+ εη4, soit

Fm(µ) = ∆3≡ (ε+ δ+ γ+ β)[(ε+ δ+ γ)(ε+ δ)− εβ]− (2ε+ δ)2 α.
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On a

Gm(µ) = 1
(m+1)(m+1)3µ6 Fm(µ) = (5+(m−1)µ)2 (4+mµ)Sm(µ)

Sm(µ) =
3

∑
j=0

sj (m)µj ,

s0(m) = 2
(
53+140m+63m2) ,

s1(m) =−75−189m+55m2+81m3,

s2(m) = 2m
(
−5−52m−15m2+8m3) ,

s3(m) = 5+15m+20m2−4m3−5m4+m5.

Pourm> 4, les coefficientssj(m) sont tous positifs.

Cas particuliers :

S1(µ) = 32(µ−2)(µ+2)(µ−4),

S2(µ) = 1170+415µ−521µ2+35µ3,

S3(µ) = 40(4−µ)
(
16µ+µ2+13

)
,

S4(µ) = 3242+5233µ+354µ2−127µ3.

Racines positives des polynômes Sm (1≤m≤ 4) :

• Le polynômeS1(µ) admet deux racines positives

σ1 = σ1,1 = 2 < σ1,2 = 4.

• Le polynômeS2(µ) admet deux racines positivesσ2 = σ2,1 et σ2,2 avec

2 < σ2,1 <
5
2

<
27
2

< σ2,2 < 14.

• Le polynômeS3 (µ) admet une seule racine positiveσ3 = 4.

• Le polynômeS4 (µ) admet une seule racine positiveσ4 comprise entre 8 et 9.

Les résultats ci-dessus peuvent être vérifiés avec un logiciel de calcul formel
telle que MATHEMATICA et résumés dans le tableau ci-dessous :

m 1 2 3 4

σm = σm,1 ≃ 2 2.15132 4 8.19532

σm,2 ≃ 4 13.8558

On aµ1
m < σm,1 < σm,2 (m= 1,2) etµ1

m < σm (m= 3,4), oùµ1
m est la racine positive de

q1
m.



84 F.Z. Demmad-Abdessameud

PROPOSITION19. Pour m> 4, on a Fm(µ) > 0 pour tout µ> 0. Pour m≤ 4,

on a Fm(µ) > 0 et
dP1

µ
dη

(
1
2

)
≥ 0 si et seulement si µ≤ µ1

m.

Localisation des racines dePm
µ

THÉORÈME 13. Les racines du polyn̂ome Pm
µ sont toutes sitúees dans le demi-

plan
{

Reη≤ 1
2

}

• pour m≥ 8 et pour tout µ> 0 ;

• pour 1≤ m≤ 7, si et seulement si0 < µ≤ µm, où µm est la plus petite racine
positive de qm(µ) = Pm

µ

(1
2

)
.

Démonstration.En rassemblant les résultats des propositions (15, 16, 17)et en ap-
pliquant la proposition 19, on voit que toutes les racines dupolynômePm

µ sont dans le
demi-plan

{
Reη < 1

2

}
pour 0< µ< µm. Comme l’ensemble des racines varie continûment

en fonction deµ, les racines du polynômePm
µ sont dans le demi-plan

{
Reη≤ 1

2

}
si et

seulement si 0< µ≤ µm.

7.6. TypeIV4

Le domaineΩ est la boule de Lie de dimension 4. Les invariants numériques sonta= 2,
b = 0, r = 2. Le polynôme de Hua est

χ(s) = (s+1)(s+2)2 (s+3).

Les coefficients de la décomposition deχ(µk) sont

C0(µ) = 1, C1(µ) = 2(4−5µ), C2(µ) = (1−µ)(23−25µ),

C3 (µ) = (1−µ)(7−5µ)(4−3µ), C4(µ) = (1−µ)(2−µ)2 (3−µ).

Le polynôme représentatif du noyau de Bergman deΩ̂m(µ) est

Pm
µ (η) = (1−µ)(2−µ)2 (3−µ)+ (m+1)(1−µ)(7−5µ)(4−3µ)µη

+(m+1)2(1−µ)(23−25µ)µ2η2 +2(m+1)3 (4−5µ)µ3η3

+(m+1)4 µ4η4.

Signe dePm
µ (1

2)

Soit qm(µ) = Pm
µ

(1
2

)
. On a

qm(µ) = 12+14(m−1)µ+ 23
4 m(m−3)µ2

+(m−1)(m2−5m−2)µ3+ 1
16

(
m3−10m2+15m+10

)
µ4.
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Pourm≥ 8, les coefficients deqm sont tous positifs.

Cas particuliers(1≤m≤ 7) :

q1(µ) = 1
2

(
24−23µ2+2µ4

)
,

q2(µ) = 1
2

(
24+28µ−23µ2−16µ3+2µ4

)
,

q3(µ) = 1
2

(
24+56µ−32µ3−3µ4

)
,

q4(µ) = 1
2

(
24+84µ+46µ2−36µ3−13µ4

)
,

q5(µ) = 1
2

(
24+112µ+115µ2−16µ3−25µ4

)
,

q6(µ) = 1
2

(
24+140µ+207µ2+40µ3−33µ4

)
,

q7(µ) = 12+84µ+161µ2+72µ3−14µ4.

Racines positives des polynômes qm (1≤m≤ 7) :

• Racines positives deq1 : deux racines positives

µ1,1 = µ1 =
1
2

√
23−

√
337< 2 < µ1,2 =

1
2

√
23+

√
337.

• Racines positives deq2 : deux racines positivesµ2,1et µ2,2 telles que

1 < µ2,1 = µ2 <
5
4

< 9 < µ2,2 <
37
4

.

Commeq2(µ1) > 0, onµ1 < µ2.

• Racines positives deq3 : une seule racine positiveµ3 comprise entre54 et 3
2.

• Racines positives deq4 : une unique racine positiveµ4, avec3
2 < µ4 < 7

4.

• Racines positives deq5 : une seule racine positiveµ5, 2< µ5 <
5
2

.

• Racines positives deq6 : une seule racine positiveµ6, 3< µ6 <
7
2

.

• Racines positives deq7 : une seule racine positiveµ7, 13
2 < µ7 < 7.

On a µ1 < µ2 < µ3 < µ4 < µ5 < µ6 < µ7. Les calculs ci-dessus peuvent être
vérifiés par un logiciel de calcul formel tel que MATHEMATICA et résumés dans le
tableau ci-dessous :

m 1 2 3 4 5 6 7

µm,1 1.07732 1.21176 1.41824 1.74173 2.29476 3.42405 6.92986

µm,2 3.21549 9.08062

On noteµm = µm,1 (1≤m≤ 7).
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PROPOSITION20. Pour m≥ 8, Pm
µ (1

2) est positif pour tout µ> 0. On a :

1. Pm
µ (1

2)≥ 0 pour0 < µ≤ µm,1 et µm,2 ≤ µ (1≤m≤ 2) ;

2. Pm
µ (1

2)≥ 0 si 0 < µ≤ µm = µm,1 (3≤m≤ 7).

Signe de
dPm

µ
dη

(
1
2

)

On a

q1
m(µ) = 1

(m+1)µ
dPm

µ
dη

(1
2

)
= [4+(m−1)µ]r1

m,

r1
m(µ) = 7+4(m−1)µ+ 1

2

(
m2−5m−4

)
µ2.

Cas particuliers(1≤m≤ 5) :

r1
1(µ) = 7−4µ2,

r1
2(µ) = 7+4µ−5µ2,

r1
3(µ) = 7+8µ−5µ2,

r1
4(µ) = (1+2µ)(7−2µ),

r1
5(µ) =

(
7+16µ−2µ2) .

Racines positives de q1
m (1≤m≤ 5) :

m 1 2 3 4 5

µ1
m

√
7

2

√
39+2
5 ≃ 1.649

√
51+4
5 ≃ 2.22829 7

2
1
2

√
78+4≃ 8.41588

On a 0< µm,1 < µ1
m < µm,2 (1≤m≤ 2) et 0< µm < µ1

m (3≤m≤ 5).

PROPOSITION21. Pour m≥ 6, on a
dPm

µ
dη

(
1
2

)
> 0 pour tout µ≥ 0. Pour m≤ 5,

le polyn̂ome q1m poss̀ede une seule racine positive µ1
m et est positif sur

[
0,µ1

m

]
.

Signe de
d2 Pm

µ

dη2

(1
2

)

On a

q2
m(µ) = 1

(m+1)2µ2
d2 Pm

µ

dη2

(1
2

)
= 46+24(m−1)µ+

(
3m2−9m−4

)
µ2.

Cas particuliers :

q2
1(µ) = 2(23−25µ2),

q2
2(µ) = 2

(
23+12µ−5µ2) ,

q2
3(µ) = 2

(
23+24µ−2µ2) .
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Racines positives de q2
m (1≤m≤ 3) :

m 1 2 3

µ2
m

1
5

√
23≃ 2.14476 1

5

√
151+ 6

5 ≃ 3.65764 1
2

√
190+6≃ 12.892

On aµm
1 < µm

2 (1≤m≤ 3).

PROPOSITION22. On a
d2 Pm

µ

dη2

(
1
2

)
> 0pour tout m≥4 et tout µ> 0. Pour m≤3,

le polyn̂ome q2m poss̀ede une seule racine positive µ2
m et est positif si0 < µ < µ2

m. En

particulier, on a
d2Pm

µ

dη2

(
1
2

)
> 0 pour1≤m≤ 7 et0 < µ≤ µm.

Signe de
d3 Pm

µ

dη3

(
1
2

)

1
(m+1)3µ3

d3 Pm
µ

dη3

(
1
2

)
= 12[4+(m−1)µ].

PROPOSITION23. On a
d3 Pm

µ

dη3

(1
2

)
> 0 pour tout m≥ 1 et tout µ> 0.

Déterminant de Hurwitz ∆3

PourPm
µ (η) = α+ βη+ γη2+ δη3+ εη4, soit

Fm(µ) = ∆3≡ (ε+ δ+ γ+ β)[(ε+ δ+ γ)(ε+ δ)− εβ]− (2ε+ δ)2 α.

On a

Gm(µ) = 1
(m+1)(m+1)3µ6 Fm(µ) = (4+(m−1)µ)2Sm(µ),

Sm(µ) =
4

∑
j=0

sj(m)µj ,

s0(m) = 160+481m+225m2,

s1(m) = 16(m−1)
(
9+31m+15m2) ,

s2(m) = 2m
(
−35−196m−22m2+47m3) ,

s3(m) = 8(m−1)
(
−2−8m−15m2−3m3+2m4) ,

s4(m) = m
(

5+15m+20m2−4m3−5m4+m5
)

.

Pourm> 4, les coefficientssj(m) sont tous positifs.
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Cas particuliers :

S1(µ) = 2
(
433−206µ2+16µ4) ,

S2(µ) = 2 (1+µ)
(
1011+37µ−315µ2+35µ3) ,

S3(µ) = 4
(
907+1896µ+672µ2−320µ3−30µ4) ,

S4(µ) = 4
(
1421+4476µ+3674µ2+276µ3−127µ4) .

Racines positives des polynômes Sm (1≤m≤ 4) :

• Le polynômeS1 admet deux racines positives :

σ1,1 = 1
4

√
103−3

√
409< 2 < σm,2 = 1

4

√
103+3

√
409.

• Racines positives deS2 : deux racines positivesσ2 = σ2,1et σ2,2 telles que

2 < σ2,1 <
9
4

<
33
4

< σ2,2 <
17
2

.

• Racines positives deS3 : une seule racine positiveσ3 = σ3,1 telle que

3 < σ3 = σ3,1 <
13
4

.

• Racines positives deS4 : admet une seule racine positiveσ4 = σ4,1 telle que

7 < σ3 = σ3,1 <
29
4

.

Les calculs ci-dessus peuvent être vérifiés par n’importe quel logiciel de calcul
formel tel que MATHEMATICA et résumés dans le tableau ci-dessous :

m 1 2 3 4

σm = σm,1 ≃ 1.62651 2.12869 3.22913 7.03204

σm,2 ≃ 3.19835 8.47286

On aµ1
m < σm,1 < σm,2 (m= 1,2) etµ1

m < σm (m= 3,4), oùµ1
m est la racine positive de

q1
m.

PROPOSITION24. Pour m> 4, on a Fm(µ) > 0 pour tout µ> 0. Pour m≤ 4,

on a Fm(µ) > 0 et
dP1

µ
dη

(
1
2

)
≥ 0 si et seulement si µ≤ µ1

m.
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Localisation des racines dePm
µ

THÉORÈME 14. Les racines du polyn̂ome Pm
µ sont toutes sitúees dans le demi-

plan
{

Reη≤ 1
2

}

• pour m≥ 8 et pour tout µ> 0 ;

• pour 1≤ m≤ 7, si et seulement si0 < µ≤ µm, où µm est la plus petite racine
positive de qm(µ) = Pm

µ

(
1
2

)
.

Démonstration.En rassemblant les résultats des propositions 20, 21, 22, 23 et en ap-
pliquant la proposition 24, on voit que toutes les racines dupolynômePm

µ sont dans le
demi-plan

{
Reη < 1

2

}
si et seulement si 0< µ < µm. Comme l’ensemble des racines

varie continûment en fonction deµ, les racines du polynômePm
µ sont dans le demi-plan{

Reη≤ 1
2

}
si et seulement si 0< µ≤ µm.
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