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POLYNOME DE HUA, NOYAU DE BERGMAN DES DOMAINES
DE CARTAN-HARTOGS ET PROBL EME DE LU QIKENG

Résune. Réduction du probléeme de Lu Qikeng pour les domaines dm@-a-fartogsfzm(u)

a un probleme algébrique sur les polyndmes de Hua. iolabmpléte du probleme de Lu
Qikeng quand le domaine de ba@eest un domaine symétrique de dimension inférieure ou
égale a 4.

1. Introduction

Le probleme de Lu Qikengour un ouvert) de C" consiste a déterminer si le noyau
de BergmarKy (z,w) de ce domaine peut avoir des zéros. Ce probleme a é& pos’
par Lu Qikeng en 1966. Le nom @enjecture de Lu Qikeng &té donné (par M. Sk-
warsczynski en 1969) a I'hypothése suivant laquelle aniacde Bergman d’un ouvert
n'aurait pas de zéros. Un domaidesera appeléomaine de Lu Qikengi son noyau
de Bergman ne s’annule pas dahs U.

Soit Q un domaine homogeéne borné cerclé irréductil, t) sa norme géné-
rique, X son polyndme de Hua. Popur> 0 etmentier positif, on considére Bomaine
de Cartan—Hartog€)m (1) construit au-dessus d2:

~

Om(H) = {(z,z> cQxC™ |Z|2<N(z z)“}.

Les domaines de Cartan—Hartogs ont été introduits en p8e&. Roos et Weiping
Yin; ils généralisent les ellispsoides complexes, quiespondent au cas @l est le
disque unité d&€. Ces domaines sont eteigeral non homognes, mais les orbites du
groupe d’automorphismes sont alors pai@n@es par{0, 1[. Le noyau de Bergman de
ces domaines a été obtenu dans le cas général dans.[Bgatément [6].

Dans cet article, nous étudions le probleme de Lu Qikeng fEs domaines
de Cartan—Hartogs. Nous montrons (théoreme 4) qu’iesieit’a la localisation, par
rapportala droité Ren = %} des racines d’un polyndni"; ce polyndme, de degré
égal a la dimensiod deQ, se déduit du polyndme de Hua Qepar une transformation
combinatoire.

Nous appliquons ensuite ce theéoreme a la solution cei@plu probleme de Lu
Qikeng pour les domaineQy, (1) lorsqueQ est un domaine symeétrique irréductible
de dimension au plus 4. Les résultats font apparaitretleatsdn suivante, dont on
conjecture qu’elle se généralise pour toute b@sepourQ etm > 1 fixes, il existe
Hom, 0 < Hom < o tel queQm (M) est un domaine de Lu Qikeng si et seulement si
0 < U < pg,m. La bornepp m est caractérisee comme la plus petite racine positive du
polyndmegm(W) = P[P (%) ; 0N alp m = +o0 pourmassez grand. De plus, si le domaine
Q n'est pas un domaine de Lu Qikeng, i.e.psi> Ho m, il est possible de préciser
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le nombre de racines dg' dans{Rer] > %} de vérifier que celles-ci sont toujours

réelles et de décrire la variété des pointsﬁj,e(p) X ﬁm(u) ou le noyau de Bergman
deQm () s'annule.

Les résultats obtenus lorsque la b&sest un domaine symeétrique irréductible
de dimension au plus 4 fournissent un grand nombre d’exeg@elomaines de Lu
Qikeng et de domaines qui n'ont pas cette propriété. @oetment au cas générique
d’'un domaine borné d&€", qui n'est pas de Lu Qikeng (cf. [3]) la plupart-des
domainen, (1) sont des domaines de Lu Qikeng. En effet, le dom&ipéu) est un
domaine de Lu Qikeng poun > mg et pour toupt > 0, olimg est un entier qui depend
de la bas& ; pour 1< m < mg, le domaineQn, (1) est de Lu Qikeng si et seulement
Si 0< U< Pm.

Ce travail est organisé comme suit : Dans les sections 2retu% rappelons la
définition du polyndme de Hua d’un domaine symétriguet le calcul du noyau de
Bergman de), (). La section 4 est essentiellement consacrée a la dératiostdu
théoréme de réduction 4.

La section 5 décrit la solution compléte du probleme d€likeng pourﬁm (W)
lorsque la bas® est de dimension au plus 4; les résultats généralisentabeiltats
obtenus par Yin Weiping [7], Zhang Liyou et Park Jong-do @Q®bn publié) lorsque
m=1 et queQ est une boule hermitienne de dimension 3 ou 4. Pour allégfée c
section, les résultats auxiliaires utilisés dans cepassculiers ont été regroupés dans
'annexe 7.

Enfin, I'annexe 6 regroupe les critéres utilisés pour talization des racines
de polynémes par rapport{éRez < %} En degrés 3 et 4, ces criteres sont déduits du
critere de stabilité classique de Routh—Hurwitz et dteceide Liénard et Chipart.

L'auteur remercie Guy Roos pour ses conseils pendant [zapaéon de ce tra-
vail, ainsi que le referee pour ses remarques.

2. Polyndmes du type de Hua
2.1. Definition

On considére un tripleia, b, r) d’entiers naturels, avec> 0. Le polyndme du type de
HuaX = Xabr €st le polyndme défini par :

(1) X(S) = Xapr (S) = I_ll (S+ 1+(j—-1) %) 1+bt(r—j)a’
=

ou (s), désigne la factorielle croissante

I (s+k)
r(s)

(S)=s(s+1)...(s+k—-1)=

Ona

) degx =d=r+""Layrb.
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En effet, on a

r

degy = Z (1+b+(r—j)a)= r+rb+@a.
=1
Le polyndmey est lié a lintégrale de Selberfi], pour Res> —1, par
3) /l /l -y Ity —ti? dly ...t = 2B
_ s _ dty = ,
0 o Ib i)Y 1) der J X(s)

ou

r

C(ab,r) = I_II r(b+1+(j—1)g)r(jg+1).
J:

r(3+1)

2.2. Polyrbmes de Hua des domaines hermitiens syatriques

Soit Q un domaine hermitien symétrique irréductible. On désigarN la norme
générique d€ et para, b, r ses invariants numériquesittégrale de Hug,, N(z 2)%w(2)
deQ est donnée par

) /Q N(z2)0(z) = X0 /Q ®  (Res>—1)

(cf. [5]), oUX = Xap.r-
Il est bien connu que le noyau reproduisant de I'espacedspoi

H(Q,N(z2)%)

est

Kas(zt) =CsN(zt)7975,
ouCs est une constante dépendansdious rappelons ci-dessous la démonstration et
précisons la relation entf& etx(s).

LEMME 1. SoitQ un domaine homage bori@ cerck irréductible, Nz;t) sa
norme @rérique,x son polytdme de Hua. Pour s 0O, le noyau reproduisant de I'es-
pacea poids H(Q,N(z,2)%) est

(5) Kas(zt) =CaN(zt) 9 %(s),

~ 1
ou Co = 35rveray-

Démonstration.Si @ est un automorphisme dgon a
(6) N(@(t),0(t)° = [Jot) N (t,t)%.
Cecirésulte des relations

B(9(2),0())
detB(z 2

do(2)B(zt)d¢ (2),
N(z2)?9.
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Soit
2 2 s
1112 = [T 0PN LD o

la norme deH (Q,N(z 2)%). Si @ est un automorphisme d#, on a par changement de
variable dans I'intégrale et en appliquant (6),

I112= [ 1fo0PN(@),00) (o)
2 s.4012
= [} 1fodN 71300/ oot = (Tow) (108

S

s
L'application f — (f o @) (J(p)gJrl est donc un automorphisme de I'espace de Hil-
bertH (Q,N(z 2)®). Le noyau reproduisant de cet espace vérifie donc la ralaléo
transformation

5.
Kas(z2) = [30(2)| 9 "Kos(9(2),9(2)).
Soitze Q et AutQ tel quep(z) = 0; commeN (0,0) = 1, on déduit de (6)

N(z2)9 = [J9(2)| %,
d'olKg s(z,2) = CsN(z,2)793, avecCs = Kg 5(0,0). On a donc
Kas(zt) =CsN(zt)7975,

les deux membres étant analytiques réels. En particukers(0,t) = Cs et

1=Cs[N(t,t)Sw; d’ou, en utilisant (4)Cs = x((%()(vs())IQ =CoX(9). O

3. Noyau de Bergman des domaines de Cartan-Hartogs

3.1. Noyau de Bergman virtuel

SoitV un espace vectoriel hermitien de dimension finjgont on note| || = || ||y
A n
la norme hermitienne aby(z) = (LHGOHZHZ) la forme volume associée. S@k un

domaine deV/ et p: Q —]0,+oo[ une fonction continue positive s@. L'espace des
fonctions holomorphes sii est noté HAIQ). On noteH (Q) I'espace de Bergman

H(9) = H(@.0) = { t €Hol@) 115 = [ 121w (2) <=}

etH(Q, p) = H(Q, pwy) I'espace de Bergman a poids

(0, poar) = { < HOl) 11, = [ 11 Py @) <o
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Les produits scalaires de ces espaces de Hilbert sont regpsctivement |
(] )Q,p. Le noyau de Bergman de (noyau reproduisant dé(Q)) est not&q(z,
est entierement déterminé par la fonction analyticgedle x, :

o €t
t); il
Xa(2) =Kao(z2) (z€Q),

qui est aussi appelée noyau de BergmarXéDe la méme maniére, le noyau de
Bergman a poids d€Q, p) (noyau reproduisant dd (Q, p)) est notéKg p(zt) et est
entierement déterminé paw, p(2) = Ko,p(z 2).

DEFINITION 1. SoientQ un domaine dans V et —]0,+oo[ une fonction
continue suiQ. On note K, x(z,w) (resp. X «(2)) le noyau de Bergmaa poids de

(Q, pk). On appellenoyau de Bergman virtuele (Q, p) la fonction definie par
(7) Lap(zw;r) =Lo(zw;r) = kZOKQypk(Z,W)rk (zweQ, reC).
La fonctionzo(zr) = Lo(z zr), définie par
(8) Lap(zr) =ro(zr) = zoycgipk(z)rk (zeQ,r>0)
k=
estégalement appék noyau de Bergman virtuel @, p).

3.2. Noyau de Bergman de domaines de Hartogs

SoitQ C V etp: Q —]0,+oo[ une fonction continue positive s@. On consideére le
domaine de Hartog@m(p) au-dessus d@, défini par

~

Om(p) = {(z2) e QxC[|ZI? < p@)}.
On muniticiC™ de la structure hermitienne standard et de la forme volusecite

m(2) = (£:001Z)1)

m
Le domaineQn,(p) sera muni de la forme volume

Wy (2) A wm(Z).

Le théoreme suivant montre comment calculer le noyau dgrBan des domaines de
HartogsQm(p) (m> 0) a partir du noyau de Bergman virtuel @@, p).

THEOREME 1. Le noyau de Bergmakin (resp. &m) de Qm(p) estégala

~

9) Km ((Z,Z), (va)) =Lm (ZaW; <ZaW>) )
(10) Kin(2.2) = £m(2]12)7).
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ou
(12) Lm(zw;r) = & ZLo(zw;r),
(12) Lm(zr) = %g—n,;Lo(Z,r).

3.3. Noyau de Bergman des domaines de Cartan-Hartogs

Soit Q un domaine homogene borné cerclé irréductilig,t) sa norme génériqug,
son polyndme de Hua. Soit

d

(13) X(kp =% cj (W) —r*
,Zo j

(k+l

=59 oWCyj (1) (k+1);

la décomposition dg (k) suivant les factorielles croissanteside
On considére lelomaine de Cartan-Hartog@, (W) construit au-dessus de:

(14) On(W) = {(z2) e@xC™, [Z?<N(z2"}.
On notelzm’u((z, Z),(w,W)) le noyau de Bergman cfém(u) et
7ACm,u(ZaZ) = K\m,u((zaz)a (Z,Z)) .
On notelm,(z,w;r) le noyau de Bergman virtuel d&,N(z z)") et
Linp(z, 1) =Lmp(Zw;r).
THEOREME 2. SoitQ un domaine homame bor& cerck irréductible. On a

CQ d
(15) Lou(zwr) = N(ngzbcj - EJH,

2

(16) Lou(zr)

d
Cj
N(Z,ZQZ) ] 1 XH»lv

ou & et X sont les fonctionsdinies par

E(zwr) =

1
ety = X(0)volQ*



Probléme de Lu Qikeng 61
Démonstration.D’aprés le lemme 1 et (13), on a
Lo(zwir) = $ Ko x(zwrk =Ca 3 N(zw) 9 K (kpyr¥
k=0 k=0

C:(2 0
“ Nz k;x(ku)z"

oug = NZwh- Si P est un polyndme décomposé sous la forme

d
(k+1);
P(k) = Cj T ’
JZO /T

on a, pourfg| < 1,

ip(k)zk — d c-;

& 20 a gt
d'ou le résultat pouP(k) = X (kp) etx (ki) = ¥5_o¢j (W) “‘JJF_‘l)J .

NoTATIONS. On noteR, = F la fonction rationnelle

d
1
17 FE) =S¢ ——mri
(17) PE)= 3 60 g
etP, = P le polyndme
0 d '
(18) Rin) =3 ¢j(Wn’.
h J-Zo‘
Plus généralement, poarentier positif, on not&" la fraction rationnelle
d ( |
j+m! 1
(19) RI(E) = =—Cj (W) -
N T
etP' le polyndme
13 (j+m) -
m _ = N VAP j
(20) PI(n) m!,zo TR AR

THEOREME 3. Le noyau de Bergman du domaine

~

On(W) = {(z2) e@xC" [Z|*<N(z2"}
est
C

21) R (2.2), (W) = e 8)
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ol € : O (W) X Qm () — C est cefinie par

Z,W
(22) £((22),(wW)) = ,\f(z’ W)>u
Démonstration.On a
c J 1
Lop(zwr) = NZwe 2 ¢ (W) ot
r
E(szar) = N(Z,W)u
et
1 0m
Lm,u(szar) = Har_ml—o,u(zawvr)
1 C d (j+m! 1
- H N (Z,W)g+mu1; J| Cj (p') (17 E)j+m+l'

On en déduit le noyau de Bergmana(p) :

R (22), (W) = L (202 W) = o S

Soitn : Qm (W) x Qm (1) — C définie par

) 1 _ NEwH - Zw)
@) @2 WW) = Tz W) N@we

Le noyau de Bergman dAém(p) s’écrit encore

(24) Knp((2.2),(WW)) = PN,

N (z,w)g“““n
DEFINITION 2. Le polyrome

d /;: ) d .
A = o 5. ey G = 5 (s 2)Coc G
PR

J:

sera appet polyndme représentatif du noyau de Bergmarﬁdf{u).
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4. Probleme de Lu Qikeng pour les domaines de Cartan-Hartogs

Le probleme de Lu Qikengour un ouvert) de C" consiste a déterminer si le noyau
de BergmarKy (z w) de ce domaine peut avoir des zéros. Un dombirest appelé
domaine de Lu Qikengj son noyau de Bergman ne s’annule pas dandJ.

SoitQ un domaine homogéne borné cerclé irréductiblg, t) sa norme géné-
rique,x son polyndme de Hua. Popr> 0 etmentier positif, on considéere @omaine
de Cartan—Hartogsﬁm(u) construit au-dessus de:

~

QOm(W = {(z,Z) €eQxC™ Z|*<N(z z)“}.

Le noyau de Bergman d@, (1) s'écrit

C

(25) Knu ((Z.Z),(WW)) = Wﬁ

m™PN(MN),

ou le polyndmeR]" est lepolyrdme repésentatif du noyau de Bergmatdefini a partir
du polyndme de Hug par les relations

d

(26) X (ki) = J;P—jcdfj (M) (k+12);,
d : .
(27) RI'(n) = Zo(m+ 1)jWCq-j(Wn’,
J=
et la fonctionn est définie par
(Z,W)
(28) E((Zaz>a(ww)) = N(Z,W)“’
29) 1((22). (WW)) = =

1-&((z2),(wW))

LEMME 2. Soient¢ etn les fonctions dfinies surﬁm(p) X ﬁm(u) par (28) et
(29). Alors I'image d€, est le disque ur@A de C et 'image den est le demi-plan

{Ren>11.
Démonstration.Le noyau de Bergman de est
K(zt) =CoN(zt) 9,
avecCy = (volQ)~L. De la propriété connue du noyau de Bergman :
(30) K(zt)[? < K(z,2K(t,1),
on déduit

(31) IN(zt)>>N(z2N(t,t)  (zt€Q).
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DansQm(H) x Qm(H), on a donc
2 _ 2D _ 1z T2
N(zt)2 = N(z z)* N(t,t)M
La fonctiong prend donc ses valeurs dans le disque uhite C. Comme
£((0.2).(0.6°2)) = €%z,

'image deg est égale &. O

<1

&((z2),(tT))|

L'expression (25) du noyau de Bergman ﬁ&(u) entraine alors immédia-
tement

THEOREME 4. Le domaind, (1) estun domaine de Lu Qikeng si et seulement
si le polyrome P ne s'annule pas dangRen > 3 }.

Le probleme de Lu Qikeng pour les domairfbfﬁ(p) est ainsi ramené a la lo-
calisation des racines du polyndrigg, qui a le méme degré que le polyndme de Hua
X et s’en déduit algébriquement.

5. Solution du probléeme de Lu Qikeng pour une base de faible dimension

Dans cette section, nous donnons la solution complete dolgme de Lu Qikeng
pour les domaines de Cartan-Hartds(|), lorsque la bas@ est un domaine borné
symeétrique irréductible de dimension au plus 4.

5.1. Cas olQ est le disque unite deC

Le domaineQ est le disque unité de et le domaine () est

~

1l
On(W) = {(z2)e@xC™ |22 < (1-12%)"}
_ {(Z,Z) eCxC™ |72+zZ|¥"< 1}.
On a (voir 'annexe 7.1)
—1
P;T(%) - (mz i,
qui est positif pour tout > 0 et toutm > 1. La racine dé" est donc toujours inférieure

1. A
a3, dou

THEOREME 5. SiQ est le disque unétdeC, le domaineQy (1) est un domaine
de Lu Qikeng pour tout pt O et tout entier n> 1.

Ce résultat facile et connu (voir par exemple [7]) n'est @if que pour compa-
raison avec les résultats qui suivront et parce qu'il ileisa méthode employée lorsque
Q est de dimensiop- 1.
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5.2. Cas olQ est de typel; »

Le domaineQ est la boule unité d&? et le domainédy () est

~

1]
On(W) = {(z2)e@xC™ |Z)2< (1-2P)"}
- {(z,Z) eC2xC™ |zZPP+Z)7* < 1}.

Le polyndme de Hua est
X(s) =(s+1)(s+2).

Le polyndme représentatif du noyau de Bergmaﬁzdﬁﬁp) est (voir annexe 7.2)
PI(N) = (1 W)(2— W) +3(M-+ Lp(L — PN + (M+ 1) (m+2)pn?.

D’aprés le theoreme 4, le domaiﬁa](u) est un domaine de Lu Qikeng si et seulement
si le polyndmeP['(n) a toutes ses racines dans le demi pl&e(z) < %} D’apres la
proposition 1, ces racines sont situees dans le demi{m@) < %} si et seulement

Si

(32) PI'(3) >0,
(33) G (1) >0

On a (annexe 7.2) i
1 9RY 1 .
(erl)ud_rﬁl (i) =3+ (m-1)K;
la condition (33) est donc vérifiée pour tqut- 0 et toutm > 1.
On a d’autre part (annexe 7.2)

R (3) = "+ s 2

Sim> 3, tous les coefficients de ce polyndmeesont non négatifs et onRy’ (%) >0
pour touty > 0.

Sim=1,ona

FHOEESES

qui est strictement positif si et seulemengist py = 2.

Sim=2,ona

RE(3) =2+3u-312,

qui est strictement positif si et seulemenist Y = 4. Les conditions (33) et (32) sont
donc vérifiees poup < pm, Um étant la racine positive delf (%) Comme I'ensemble

des racines varie continlment en fonctionpgde domaine est de Lu Qikeng si et
seulement it < py. En conclusion :

THEOREME 6. SoitQ la boule unié deC2. Le domainedm (1) est un domaine
de Lu Qikeng
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e pourm=1, si et seulementsig 2;
e pour m= 2, si et seulementsig 4;

e pour m> 3, quel que soit {1~ 0.

Sim=1, ce résultat est d0 a H.P. Boas, Siqi Fu, E. Straube;{4jy aussi [7].

Pourm > 1, les résultats du theoréme sont nouveaux.

5.3. Cas oQ est de typel; 3

Le domaineQ est la boule hermitienne de dimension 3. Le polyndme de ldtia e
X(s)=(s+1)(s+2)(s+3).

Le polyndme représentatif du noyau de Bergma@dﬁﬁp) est (voir annexe 7.3)

Pr) =1-w2-wE-wW+m+ul-p@21-7wn
+6(m+1)(M+2) (1 - P pPn?+ (m+1) (m+2) (m+3) 1*n3.

Ona
m—1)(m?—5m-2) 2

PH’(%) =64+ ll(fgfl)lH_ 3m(nz’lf3) W2+ (
Pour 1< m < 5, soituy 'unique racine positive du polyndmag, défini pargm(p) =
PP (3). On a (cf. proposition 7)

O<p=V2<<ls<iy<s

Du théoréme 11, on déduit la solution compléte du peotd de Lu Qikeng
lorsqueQ est de typdi 3 :

THEOREME 7. SoitQ une boule hermitienne de dimensi&rSi m> 6, le do-
maine de Cartan-Hartog@m (L) est un domaine de Lu Qikeng pour tou]0, 4.
Sil<m<5, le domaine de Cartan—Hartog@m(p) est un domaine de Lu Qikeng si et
seulement D < P < pm.

Pourm =1, ce résultat a été obtenu par Weiping Yin ([7]) par unethnde
differente mais essentiellement équivalente. Leslt&sudu theéoreme sont nouveaux
pourm> 1.

5.4. Cas olQ est de typelV3

Le domaineQ est la boule de Lie de dimension 3 (isomorphe au domainetsigmé
associé a I'espacey(C) des matrices symétriqué®,2)). Les invariants numériques
sonta=1,b=0,r =2. Le polyndme de Hua est

X(8) = (s+1)(s+3)(s+2).
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Le polyndme représentatif du noyau de Bergmaﬁ)ﬁlﬁép) est (voir annexe 7.4)
RIA(N) = (1=W(2—) (3 — 1) + (M+ Du( - (F - 7n
+3(m-+1)(m+2) (3 — 2u) 1202+ (M+ 1) (m+2) M+ 3) kB0,

Ona
—1) (m2—5m—2 — —
PI(1) = (m-1)( Fom )u3+9m(rg N L )

Pour 1< m< 5, soientgy, les polyndmes définis par

Qm(u) = Pﬁn (%)
et soitpm, I'unique racine positive du polyndng,. On a (cf. proposition 11)
O<p =25 <M <Hs<hu<ls.

Du théoréme 12, on déduit la solution compléte du peotd de Lu Qikeng
lorsqueQ est de typdVs :

THEOREME 8. SoitQ une boule de Lie de dimensi8nSi m> 6, le domaine de
Cartan-Hartog<Qm () est un domaine de Lu Qikeng pour tout]0, +[. Sil<m<
5, le domaine de Cartan—Hartog§m () est un domaine de Lu Qikeng si et seulement
Si0< U< hm.

Les résultats de ce théoréme sont entierement nouveaux

5.5. Cas oQ est de typely 4

Le domaineQ est la boule hermitienne de dimension 4. Le polyndme de ldtia e
X(s) = (s+1)(s+2)(s+3)(s+4).
Le polyndme représentatif du noyau de Bergmaﬁ)ﬁlﬁép) est (voir annexe 7.5)

Pr)=1-wWE2-wWE-wH“-u
+5(m+1) (1 — ) (5— 34) (2— K0
+5(m-+ 1)2(1— W) (7 — 5H)Kn?
+10(m-+ 1)3(1 - Wi+ (m+ 1), 'n*

Ona

PP (3) = (4+my [6+ F(19m— 25)u+ m(m—5)}2
+ & (m®— 10m? + 15m+ 10)p) .
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Pour 1< m< 7, soitun la plus petite racine positive du polyndmg défini pargm(p) =
PP (3) - Ona (cf. proposition 15)

0<u1=\/§<uz<m<m<us<ue<u7.

Du théoreme (13), on déduit la solution compléte du fote de Lu Qikeng
lorsqueQ est de typéq 4 :

THEOREME 9. SoitQ une boule hermitienne de dimensiarSi m> 8, le do-
maine de Cartan-Hartog®m (1)est un domaine de Lu Qikeng pour tou€], 4.
Si1<m< 7, le domaineQm(u) est un domaine de Lu Qikeng si et seulement si
0 <p< pm.

Pourm =1, ce résultat a été obtenu par Liyou Zhang et Jong-do 2466,
non publié). Les résultats du théoréme sont nouveaukmao- 1.
5.6. Cas olQ est de typelVy
Le domaineQ est la boule de Lie de dimension 4. Le polyndme de Hua est
X(s) = (s+1)(s+2)%(s+3).
Le polyndme représentatif du noyau de Bergmaﬁzdﬁﬁp) est (voir annexe 7.6)
PI'(N) = (1= 1) (2— W2 (3— H) + (M+1)(1— W)(7— 5 (4— 3w

+ (M- 1)2(1— p) (23— 250N + 2(M+ 1)5 (4 - Bp)pcn®
+(m+1),1*n*.

Ona

Pm

™ (3) =12+ 14(m— D+ 232

+(m—1)(m? - 5m—2)p3+ _ﬁﬁflmiglamloug

Pour 1< m< 7, soitpm, la plus petite racine positive du polyndmg défini par
am(K) = P"(3) On a (cf. proposition 20)

0< = 3v23-V337< o < Pg < W < s < P < 7.

Du théoreme (14), on déduit la solution compléte du fote de Lu Qikeng
lorsqueQ est de typdV,. Les résultats de ce théoreme sont entierement nomveau

THEOREME 10. SoitQ une boule de Lie de dimensidnSi m> 8, le domaine
de Cartan-Hartog€2m (1) est un domaine de Lu Qikeng pour toug}d, +oo[. Sil <
m< 7, le domaineQm, (1) est un domaine de Lu Qikeng si et seulemeftsiu < pm.
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Annexes
6. Localisation des racines

Le probleme de Lu Qikeng pour les domaines de Cartan-l-laﬁaﬁu) a été ramené
a la localisation des racines du polyndmg par rapport au demi-plat{1Rez> %}
(théoréme 4). Nous rappelons ci-dessousritere de Routh—Hurwitgui permet de
déterminer quand un polyndme a coefficients réels atosgs racines dans le demi-
plan{Rez < 0}. Dans les paragraphes suivants, nous en déduisons Exresrittilisés
pour résoudre le probleme de Lu Qikeng pour un domaine d&GeHartogs dont la
baseQ est de dimension au plus 4.

6.1. Critere de Routh—Hurwitz
SoitP un polyndme a coefficients réels de degré
(34) P(z2) =ap'+ a2 1+ ... +ay 12+ ap;

on supposeyg > 0. Le polyndmeP est ditstablesi toutes ses racines ont des parties
réelles négatives.

L'étude de la stabilité des polyndmes intervient danthé&orie du contrdle. En
effet, I'équation caractéristique d’'un systeme d'ations differentielles linéaires est
un polyndme et la stabilité du systeme se traduit paritegize toutes les racines de
I'équation caractéristique soient dans le demi-plagatié

En 1875, le mécanicien anglais Routh a élaboré un algustqui permet de
déterminer si un polyndme est stable (et plus génémérde localiser ses racines
par rapport & Rez= 0}). Vingt ans plus tard, le mathématicien allemand Hurwitz
a donné un critere équivalent, dans une forme diff@eantilisant les déterminants
(déterminants de Hurwijz

a a3z as
ap az
M=a, D= , D3=lay ar ay
a a
0 a a3
ap a3 ag --- 0
a a a --- 0
An=10 a; az - 0].
a a
0 0 0 - a,

CRITERE (Critére de Routh—Hurwitz). Le polyndme (34) est stabigt seule-
ment si les déterminants de Hurwitz sont positifs.
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En 1914, les mathématiciens francais Liénard et Chipartetabli un critere
de stabilité, different de celui de Routh-Hurwitz, en statant que lorsque les coef-
ficientsag, a1 , ---, an sont positifs, les conditions sur la positivité désne sont
pas indépendantes. Par exemple, pour4, les conditions de stabilité se réduisent a
a; >0,ax >0,az > 0etA3 > 0.

6.2. Polyrbmes de dege 2

Soit
Q2 = aZ +ai1z+ as,
avecag > 0. Les déterminants de Hurwitz sont

a O
Ar=a, D= = ajap.
a &
Le polyndmeQ est stable si et seulement si on a
(35) a; >0, a»>0.

PROPOSITIONL. Le polyrdome du second degP a ses racines dar{sRez < %}
si et seulement si le polgme Qz) =P (% + z) est stable, c'esi-dire si

(36) P(3)>0, P'(3) >0.

Il est également facile d’établir cette proposition dimment, sans recours au
critere de Routh—Hurwitz.

6.3. Polyrbmes de dege 3

Soit
Q(2) = aZ + a1 + &z + ag,
avecag > 0. Les déterminants de Hurwitz sont

a a3 O
ap ag
A =a, D= , D3=lag ay 0O|=azl.
a a
0 a a3

Le polyndmeQ est stable si et seulement si on a
a3>0, A>0, az>0.
CommeA; = agap — apag, cette condition équivaut a

(37) az>0, a>0 A>0.
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SoitP(z) = a 4 Bz+yz? + 82 un polyndme de degré 3 a coefficients réels avec
3 > 0. Ce polyndme a ses racines dgiRez < %} si et seulement si le polyndme
Q(2) =P (3 +2) eststable. Ona

Q(2) = apZ + a1Z + apz+ a,

avecag =P (3), a2 =P (3) et

+y+35 5
Ay — B+y+3

a+8+¥+8 v+35

B+y+3d & | |B+y+d

a—¥-2 y+8 a y+3|
On en déduit

PROPOSITION2. Soit F(z) = o + Bz+yZ + 82 un polyrdome de degr 3 a
coefficients éels ave® > 0. Ce polyidme a toutes ses racines dafRez < 3} si et
seulementsion a

(38) P(3)>0, P (3) >0,
(39) Dy =(y+90)(B+y+0)—ad>0.

6.4. Polyrbmes de dege 4
Soit
Q(2) = apZ' + a17° + & + asz+ a4

un polyndme a coefficients réels awgc> 0. Les déterminants de Hurwitz sont

aa a3 O
a ag
M=a;, D= , D3=|ay ar au,
a a
0 a ag
a a3 0 O
a a a O
Ay = = aul\s.
0 a4 a3 O
0 0 a a4
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Le polyndmeQ est stable si et seulement tousAgsont positifs. Les conditionss > 0
etA4 > 0 sont équivalentes a

(40) A3 >0, a1>0.

D’autre part, on a
Dz = agh, — alas
et les conditions (40) &fz > 0 entrainent donf; > 0. Finalement); = ajap; — agas

et a; > 0 entrainea; > 0 si les conditions précédentes sont réalisées. Lérerile
Routh—Hurwitz est ainsi équivalent au critere de LighetrChipart, qui s'écrit ici

PROPOSITIONS3. Le polyrdmea coefficientséels
Q(2) = a? + a1Z + @7 + agz+ ay
(ap > 0) est stable si et seulement si on a
(42) a>0, az>0, a4>0, Az3>0.
Soit
P(2) = a+Bz+yZ +32 + ¢
un polyndme de degré 4 a coefficients réels aved. Soit
Q2 =+ a2 + @7 +agz+ay
le polyndmeQ(z) =P (1 +2). Ona
au=P(3)=a+3B+5y+ 30+ &,
ag =P (3) =B+y+35+ 3¢,
%= 4P (1) —v+§5+ 3.
a=1P"(3) =0+2,
ag=¢.

Le polyndme de HurwitAgz relatif aQ est

a a3 O

N3=lag ap ay|=andas—ajas—apd;
0 a1 a3
= (85+2¢) (y+ 35+ 3¢) (B+y+ 35+ 1¢)

—(6+28)2<a+%+%+g+116)fs(B+y+%6+%£)2.
Ona
(42) D3 = (g+8+y+P)[(e+3+Y)(e+8)—eB] — (26+8)°a.

On a finalement, en appliquant cette relation et la projmosai:
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PrROPOSITION4. Soit
P(2) = a+Bz+yZ +32 + &2

un polyrdme de degdr4 a coefficients&els avee > 0. Les racines du polydme P sont
toutes sitées dangRez < %} si et seulement si Fevifie les conditions

(43) P(3)>0 P(3)>0 P'(3)>0,
(44) A3= (e+3+Y+PB)[(e+3+Y)(e+ ) —ef] — (26 + 8)%a > 0.
7. Tables

On trouvera ci-dessous pour les types indiqués de dombaregs symétriques :

e le polyndme de Hua

r

X(s) = JI:I'(S+ 1+(j-1) aﬁl)nm(r*j)a ;

e les coefficient€;(p) de la deécomposition

d
X (kp) = J;u‘cdfj (W) (k+1); ;

¢ le polyndme représentatif du noyau de Bergmaﬁ)ﬁfép)

o

PI() = Y (M+1);Caj(Wpin’ ;
=

e ses polyndmes dérivécgnl%PlT(r]) A<k<d);
e leurs valeurs poun = % ;
e endimension 3, le déterminant de Hurwitz
D2 =(y+3)(B+Yy+d)—ad

associé au polynon®l' (3 +n) = a+pn+yn2+an?;

e endimension 4, le déterminant de Hurwitz
D3 = (e+3+Yy+PB)[(e+8+Y)(e+3) — B — (26 +3)°a
associé au polynon®l' (3 +n) = a+pn+yn2+ns+en*;

e éventuellement, les valeurs ci-dessus pour des valedisugres dem.
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7.1. Typel:

Le domaineQ est le disque unité d€. On a

X(s)=s+1,
Ciw=1-p Co(w=1,
RI(N) =1—p+(m+1)pn,

PI'(2) =1+ Tu

7.2. Typely

Le domaineQ est la boule unité d€2. On a
X(s) = (s+1)(s+2),
Com =1 CGW=31-p, Cm=>10-WE2-W,
PI(N) = (1—W(2— W +3(M+ (L — N + (M+ )0
Signe deP"(3)

On a
am(W) =PI (3) = 2+ my (1+23).

PROPOSITIONS. Pour m> 3, Pm( ) est positif pour tout > 0. Pour m< 2, le

polyndbme ¢, admet une seule racine positivg (L1 = 2 < 2 = 4) et F{P(z) est positif
ou nul si et seulement Bi< 1 < .

Signe de (%)
i (3) =3+ (m- 1
PROPOSITION6. Pour tout m> 1 et pour tout > 0, on addn (3) >o.
7.3. Typely3

Le domaineQ est la boule unité d€3. On a

X(S) = (s+1)(s5+2) (s+3),
Co(w) =1, Cai(u)=6(1—p),

CW=>1-wWA1-7w, CGW=>1-wWE2-WE-w,
Pr(n) = (1-wW(2—pwE@—w+(Mm+1)(1-p 11— 7w pn

+6(M-+1)2(1— W PN’ + (M+1)54°n°.
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Signe deP"(3)
Ona

PT(3) = dm(K) = [4+ (M— D) rm(p),
rm(H) = 3 (12+8(m— 1)u+ (MP— 5m—2)p?) .

Cas particulierf1 <m<5):

() =32-19),
ra(l) = 3(3+2u—2),
r3(l) = 3(3+4u-29),
ra(l) = 3(2+4u—19),
rs(k) = § (6 16u—12)

Racines positives deg
u1:\f2<uz:”7ﬁ<u3:1+\/§<u4:2+\/6<u5:8+x/71

PROPOSITION7. Pour m> 6, P{P(%) est positif pour tout | 0. Pour m< 5,

le polyrbme @, admet une seule racine positivg, pt Pu“(%) est positif ou nul si et
seulement D < P < .

Signe de% (3)

Ona
dPy
Om(W) = Fimpan (3) = 11+ 6(m— 1)+ 7 (3m" —9m—2) 2.

Cas particulierf1 < m< 3):

Gi(W) = 11— 22,
(M) = 11+ 6p— 242,
O3(H) = 11+ 120 512,

Racines positives d%p(l <m<3):

O<u%=\/g<u%=—3+f‘l<u§:12+\/ﬁa
O<pm<M, (1<m<3).

PROPOSITIONS. Pour m> 4, on a% (3) > 0 pour tout p> 0. Pour m< 3,
le polyrdme ¢, posde une seule racine positiv, pt est positif sufo, ]
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. 2Py
Signe de.5 (2)

d2pm
e e (3) = 3(4+ (m—1)u).
PrRopPOSITION9. On a 5
d2pm
dr]gl (%) > O

pour tout > 0 et tout m> 1.

Déterminant de Hurwitz A,
SoientP'(n) = o +Bn +yn?+ 812 et Ry (W) le polyndme défini par
Rm(W) = 82 = (Y+98) (B+Y+0)—ad.

Ona

Sn(W) = 3= Rm(l) = [44 (M— D)W (3+ M) Tn(R),

(MH1)243
Tm(M) = 5m+ 4+ (MmP — 2m—2).

Cas particulier(1<m<2): Ti(w) =9— 3y, To(K) = 14— 2.

PROPOSITION10. Pour m> 3, on a Ry(1) > 0 pour tout p> 0. Pour m< 2, le
polynrdbme R, admet une unique racine positivg (v1 = 3,v2 = 7) et on avm > Um.

Localisation des racines dePlT

THEOREME 11. SoitQ la boule hermitienne de dimensi@ret soit FY' le po-
lyndbme repésentatif du noyau de Bergman EA%(u). Pour m> 6, les racines du
polyrome EY' sont dans le demi-pla{lRer] < %} qguel que soit p> 0. Pour m< 5, les
racines du polyaime Fﬁ“ sont toutes dans le demi-pls{rRer] < %} si et seulement si

0 < U< pm, OU Hy désigne 'unique racine positive dentu) = P (3).

Démonstration.En rassemblant les résultats des propositions 7, 8, 10ag@iguant
la proposition 2, on conclut que toutes les racines du goheP] sont dans le demi-

plan {Rer] < %} si et seulement si & U < un. Comme I'ensemble des racines varie
continment en fonction dg, les racines du polyndm}’ sont dans le demi-plan

{Ren < 3} si et seulement si & p < pm. O
7.4. TypelV3

Le domaine est la boule de Lie de dimension 3. Les invariants numésiguata =1,
b=0,r =2. Le polyndbme de Hua est

X(8)=(s+1)(s+3)(s+2).
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Les coefficients de la décompositionxigp) sont
Co() =1, Cu(w)=3(3-2w),
Co(W) = (1— ) (¥ -7w),
CGH=1-W2-PH(E-W.
Le polyndme représentatif du noyau de Bergmaﬁ)ﬁlﬁép) est
PR =1-w@-p (G —w+ M+ Du1-p (F-7Wn
+3(m-+1)2 (3 — 2u) 12n2 + (m+ )5 %S,

Signe deP'(3)
Ona

P (3) = dm(W) = [3+ (M~ L) rm(W),
rm(M) = 3 (8+6(M—1)u+ (MP—5m—2)?).

Cas particulierf1 < m<5):

r(W) = 3 (4-34),
a(W) = 3(4-+3u—40),
ra(k) = 3(1+20) (2w,
ra() =  (4+9u—312),
rs(h) = §(4-+ 12— 42).
Racines positives deg1 <m<5) :
b= F <o = YT < g =2 < pu = FYIE < g = 2(3+ V/10),

PROPOSITION11. Pour m> 6, P{j‘(%) est positif pour tout | 0. Pour m< 5,

le polyrbme @, admet une seule racine positive, pt F{P(%) est positif ou nul si et
seulement D < p < .

Signe de (%)

Ona
dpy
Q%q(li) (mjl)u dn (%) 2173+%(m—l)u+;11(3n12—9m—2)p2
Cas particulierf1 < m< 3):

ai(p) = ¥ — 22,
Ga(1) = 3(1+ ) (13— 4p),
a(H) = 2+ 9u— 312
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Racines positives dégl <m<3):

O<p=YBod-281l—94+.,04
O<pm<M, (1<m<3).

PROPOSITION12. Pour m> 4, on addir‘]‘ (%) > 0 pour tout > 0. Pour m< 3,
le polyrdme ¢, pos@de une seule racine positivg pt est positif suf0, k.
signe de< 7 (1
igne de--} (3)

dZPm

2 pm
PROPOSITION13. On add% (3) > 0 pour tout m> 1 et tout p> 0.

Déterminant de Hurwitz A,

SoientP'(n) = o+ Bn +yn?+ 01 et Ry (W) le polyndme défini par
Rmn(H) = A2 = (y+9) (B+Y+9) —ad.

Ona

Sn(k) = Gy R(W) = [3+ (M= 1) sm(W),
Sm(p) = 3omi27 | SMLEMES)) 4 m(m— 1) (m? — 2m— 2) 2.

Cas particulierf1<m<2):
si(l) = 3(31- 6,
S2(W) = 5 (97+661—1612).

PROPOSITION14. Pour m> 3, on a Ry(l) > 0pourtout > 0. Pourl <m< 2,
le polyrbme R, admet une unique racine positivg et on avm > .

Localisation des racines dePﬂ"'

THEOREME 12. SoitQ un domaine syétrique de type Iy et soit F' le po-
lyndme repésentatif du noyau de Bergman aaq(u). Pour m> 6, les racines du
polyrome EY' sont dans le demi-pla{lRer] < %} guel que soit p> 0. Pour m< 5, les
racines du polydme Y sont toutes dans le demi-plgiRen < %} si et seulement si

0 < 1< Um,0U [y désigne I'unique racine positive de,) = Pﬂ"‘ (%)
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Démonstration.En rassemblant les résultats des propositions 11, 12, &4 appli-
quant la proposition 2, on voit que toutes les racines durgohePR]" sont dans le

demi-plan{Ren < %} si et seulement si & g < pm. Comme I'ensemble des racines
varie continlment en fonction geles racines du polyn()m%“ sont dans le demi-plan

{Ren < 1} si et seulement si & p < i, O

7.5. Typelya

Le domaineQ est la boule unité d€*. On a

(45) X(S) = (s+1)(s+2)(s+3)(s+4),
(46) Co()=1, Ci(w)=10(1—p)

(47) Ca(M) =5(1— W) (7—5p),

(48) Ca(W) =5(1—W(2—w(5—3W),
(49) Ca=>1A-W2-WE-WH@-w

Le polyndme représentatif du noyau de Bergmaﬁ)ﬁlﬁép) est

4
Pi(n)= JZO(J +m);Casj (W'
= (3512 — 500 — 1013+ p* + 24)
+5(1+m) (143 — 2102 - 3% 4 10u) n
+5(1+m), (50 — 123+ 7P n?
+10(1+m)z (1 — ) n® + (14 m), u'n*.

Signe deP(3)

Ona

R (%) = Om(K) = (4+ MUrm(p),

19m—-25
m(H) = 6+ -+ m(m—5)i’+

m® — 10m?+15m+10 5
16 K

Le polyndmeT (m) = 10+ 15m— 10n? 4+ m?® a pour dérived’ (m) = 3nm? —
20m+ 15, qui est positive gin > 6. CommeT (7) = —32 etT (8) = 2, tous les coeffi-
cients derm, sont positifs poum > 8, d'ot R (%) >0sim> 8.
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Cas particulier(1<m<7):

ri(W) = (u— )(u -3).
ra(k) = 6+ Lu— 612+ 312,
ra(M) = 6+ 8u— 62— F1°,
ra(u) =6 +51u a2 — 218,
rs(h) =6+ H ;

re(k) = 6+ u+ 612 — 331,
r7(W) = 6+ 27U+ 142 — 243,

Racines positives des pofmes ¢(1) = P{P(%) : ce sont les racines positives de
Fm ().

e Racines positives da (U) : deux racines positives

3
M =H11= \/; <H2=4

Racines positives de () : deux racines positivas 1 = [ ety » telles que

5 3
=z = — <10 .
2 <H21=H2 < > <1O0<22

Racines positives dg (1) : une seule racine positiyg, avec

3 T
o SHe<7g

Racines positives de (1) : une seule racine positiye,avec

9
2 —.
<<y

Racines positives de (1) : une seule racine positiyg, avec

11
Z<“5<3

Racines positives de (1) : une seule racine positiyg, avec

9
4 -.
<He<3

Racines positives de () : une seule racine positiye, avec

8< 7 <09.
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Onap < 2 < U3 < s < Us < Ug < My. Les résultats peuvent étre vérifies
avec un logiciel de calcul formel telle queAVHEMATICA et résumés dans le tableau
ci-dessous :

m 1 2 3 4 5 6 7

Hm, 1 % 141518 168819 210335 28029 422107 860867

Umz | 4 11333

PROPOSITION15. Pour m> 8, PH‘(%) est positif pour tout = 0. Pour m< 2,

le polyrbme g, admet deux racines positives g Pm1 < Hm2, €t Fﬂ”‘(%) est positif ou
nul si et seulement § < p < pm OU U> Pm 2. Pour3 <m< 7, le polyrome g, admet
une seule racine positiveyet F{}‘(%) est positif ou nul si et seulementlsk U< pm.

Signe de% (2)
Ona

GH() = i e () = (5+ (M= Durk(w),

r%](li) =10+5(m—1)u+ mzfgm—4uzl

Cas particulierf1 < m<5):

(W) = 2(5-2),
r3(K) = 5(1+W)(2— ),
r3(K) = 5(2+2u— 1),
r3(K) = 10+ 15u— 47,
ra(k) = 2(5+ 10u— 7).
Racines positives detg1 < m< 5) :
m ‘ 1 2 3 4 5

u,ln‘ $ 2 v3+1 3(v385+15) V3045
On a0< pm < i (1< m<5).

PROPOSITION16. Pour m> 6, on a% (%) > 0 pour tout p> 0. Pour m< 5,
le polyrdme ¢, posde une seule racine positiv, pt est positif sufo, ]
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Racines positives d%p(l <m<3):

m‘ 1 2 3
2, ‘ V7 3V37T+3 1v295+ %
On a0< pm < M < 1, (1 <m< 3) et < pmz2 (L<m< 2).

dZPm 1
e (3) > 0 pour tout p> 0. Pour m< 3,

le polyrdme ¢, posde une seule racine positivg, pt est positif sufo, ]

PrROPOSITION17. Pourm>4,0ona

Signe defTPgr‘n (3)

Ona

1 o3 P{ln

(M L)ge dn® (3) =12((m—-1)p+5).

3 pm
PrROPOSITION18. On add% (%) > 0 pour tout p> O et tout m> 1.

Déterminant de Hurwitz Az

PourP'(n) = o + Bn +yn?+3n3-+en?, soit

Fn(W) = Az = (€+3+y+PB)[(e+3+Y) (e+3) —ef] — (2 + 8)a.
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Ona

Gm(H) = mrumrgs Fm(W = (5-+ (M—1)W)? (4+mp) Sn(W)
3

Sn(W) = JZOSJ (mp,

so(m) = 2(53+ 140m-+ 6317) ,

s1(m) = —75— 189m-+ 55m? + 81n°,

$(m) = 2m(—5—52m— 15n7+ 8nr’)

s3(m) = 5+ 15m+ 20n? — 4m° — 5m* + nr.

Pourm> 4, les coefficients;(m) sont tous positifs.
Cas particuliers :

Si(W) =32(u—2) (u+2) (u—4),
Sp(M) = 1170+ 4151 — 5212 4 35,5,
S3(W) = 40(4— ) (16u+ P+ 13),
Su() = 3242+ 52331+ 3540° — 12785,

Racines positives des pofmes § (1 <m<4):

e Le polyndmeS; (1) admet deux racines positives

01 =011= 2< O12= 4.
e Le polyndmeS; (1) admet deux racines positives = 0, 1 etoy 2 avec

5 27
2<02,1<§<7<0272<14.

e Le polyndmeS; (1) admet une seule racine positivg= 4.

e Le polyndmes (1) admet une seule racine positiog comprise entre 8 et 9.

Les résultats ci-dessus peuvent &tre vérifies avec giniéd de calcul formel
telle que MATHEMATICA et résumés dans le tableau ci-dessous :

m 1 2 3 4

Om=0Omi~ | 2 215132 4 819532

Om2 ~ 4 138558

Onau < Om1 < Om2 (M=1,2) etpyt < om (M= 3,4), oup, est la racine positive de
1
U
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PROPOSITION19. Pour m> 4, on a Fy(W) > 0 pour tout p> 0. Pour m< 4,
1
on a Fn(p) > O et (fiinu (2) > Osi et seulement si P,

Localisation des racines deP[ln

THEOREME 13. Les racines du polyame K" sont toutes sitees dans le demi-
plan{Ren < 1}

e pour m> 8 et pour tout | o> 0;

e pourl<m<7, sietseulement € < u < pm, OU Py €St la plus petite racine
positive de @(p) = P (3).

Démonstration.En rassemblant les résultats des propositions (15, 16etl&h ap-
pliquant la proposition 19, on voit que toutes les racinepalyndmeR[" sont dans le

demi-plan{ Ren < %} pour 0< p < pm. Comme I'ensemble des racines varie continlment

en fonction dqy, les racines du polynontel’ sont dans le demi—pla{Rer] < %} si et
seulement si & P < .

7.6. TypelVy

Le domaine est la boule de Lie de dimension 4. Les invariants numésiquoata =2,
b=0,r =2. Le polyndbme de Hua est

X (s) = (s+1) (s+2)*(s+3).
Les coefficients de la decomposition gigik) sont

Co() =1, Cau(W)=2(4-5p), Co(W)=(1—m)(23—25n),
Ca (W) = (1—W)(7— 5 (43w, Ca(l)=(1—p(2—W?@—p).

Le polyndme représentatif du noyau de Bergmaﬁzdﬁﬁp) est

PR(N) = (1) (2= W? (3= ) + (M-+1)(1— ) (7 — 5p) (4 — 3u)pn
+ (M- 1)2(1— p) (23— 25010 + 2(M+ 1)5 (4 - 5p)pcn®
+(m+1),u*n".
Signe deP'(3)
Soitgm(p) =P"(3). On a

Om(k) = 12+ 14(m — L)+ Zm(m — 3)12
+ (m—1)(m? — 5m— 2)p3+ & (m® — 10m? + 15m-+ 10) .
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Pourm > 8, les coefficients dgmn sont tous positifs.
Cas particulier1<m<7):

(W) = 3 (24—23°2+218),

QM) = 3 (24+28u— 232 — 1605+ 2)
Ga(H) = 3 (24+ 56— 3283 34)

Qa(H) = 3 (24+ 84+ 462 — 365 — 131%)
as(k) = 3 (24+ 1121+ 1152 — 168 — 25%)
Us(H) = 3 (24+ 140u+ 2072+ 40p% — 33)
q7(K) = 12+ 84u+ 16142 + 7208 — 144,

Racines positives des pomes ¢, (1 <m<7):

e Racines positives dg : deux racines positives

1 1
1= =3 23—v337<2< 2= 23+/337
¢ Racines positives dg : deux racines positivgs jet i » telles que

1< =M < > <9< < 37
He1=He <7 22 < -
Commeqz () > 0, onpy < .
e Racines positives dgs : une seule racine positiyg comprise entr(% et%.

e Racines positives dg : une unique racine positiye,, avec% < < %.

. o . o 5
e Racines positives dg; : une seule racine positiyg, 2 < ps < >

: " . " 7
¢ Racines positives dg : une seule racine positiyg, 3 < ls < >
e Racines positives dg; : une seule racine positiye, 173 <M <T.
Onapw < M2 < M3 < 1 < U5 < Mg < W7. Les calculs ci-dessus peuvent étre

vérifies par un logiciel de calcul formel tel queAVHEMATICA et résumés dans le
tableau ci-dessous :

m 1 2 3 4 5 6 7

bm1 | 1.07732 121176 141824 174173 229476 342405 692986

Hm2 | 3.21549 908062

On notepm = Pm1 (1 <m< 7).
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PROPOSITION20. Pour m> 8, Pﬂ"‘(%) est positif pour tout i~ 0. On a :

1. P(3) > 0pour0 < p< pmi1 etpnz <p L <m<2);
2. PP(3)>08i0<p< pm=pm1 B<M<7).

Py
am(W) = fmimpan (2) = 4+ M=y,

() = 7+4(m—1)u+3 (mP — 5m—4) 2.

Cas particulierf1 <m<5):

(W) =7- 42,

r3(W) = 7+ 41— 57,
r3(W) = 7+ 8u—5(0,
r3(W) = (1+20)(7—2y),
rs(W) = (7+16u—247).

Racines positives dgq1 < m<5) :
m ‘ 2 3 4 5

1
ik ‘ VT V3%2 9649 YSL4~222829 I 1./78+4~841588

5 2
Onao0< pm1 < M < Pm2 (1< m<2) et 0< pm < i (3< < 5).

m
PROPOSITION21. Pour m> 6, on addir‘]‘ (%) > 0 pour tout > 0. Pour m< 5,
le polyrdme ¢, posde une seule racine positivg, pt est positif sufo, |

. R 1
Signe de--} (3)
Ona

2 pm
dPpl

Gh(W) = e a (3) = 46+ 24(m— L)+ (3m2 — Om—4) 2.

Cas particuliers :

oi(W) = 2(23-25),
GB(W) =2(23+ 12u—57),
OB(H) =2(23+ 24— 2.
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Racines positives dq?rp(l <m<3):

m ‘ 1 2 3
W2, ‘ 1V23~214476 1151+ 8 ~365764 31/190+6~ 12892

Onap < ' (1 <m<3).

2 pm
dd:‘z‘ (3) > 0pour tout m> 4 et tout p> 0. Pour m< 3,
le polyrdme ¢, posgde une seule racine positivé gt est positif SD < u < p,. En

2 pm
particulier, on add% (3) >0pourl<m<7et0<p< .

. lat
Signe de-g-x- (3)

d3pm
W ETE (3) =12[4+ (m-1)y].

PrROPOSITION23. On a? (%) > 0 pour tout m> 1 et tout > 0.

Déterminant de Hurwitz Az

PourP(n) = a+Bn +yn?+8n3+en?, soit

Fn(W) = A3 = (e+ 8+ Y+ B)[(e+8+Y) (e +8) —£B] — (26 + 5)%a
Ona
Gm(W) = Grgamrage (W = (4 (M= 1WSn(k),

4

Sn(w =3 si(mw,
,Zo j

so(m) = 160+ 481m-+ 22517,

si(m) = 16(m— 1) (9+ 31m-+ 157,

$(m) = 2m(—35— 196m— 22m? 4 47n7) ,
s3(m) = 8(m— 1) (—2—8m— 15m7 — 3m°+ 2’ ,
su(m) = (5+15rn+20rn2 4 — 5m4+m5).

Pourm > 4, les coefficients;(m) sont tous positifs.
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Cas particuliers :

Si(p) = 2(433— 2062+ 164%)

S(W) =2 (1+p) (1011+ 37u— 31542+ 35°) ,

Ss(M) = 4(907+ 18961+ 672% — 3205 — 3017 ,
Sa() = 4(1421+ 44761+ 36742+ 276.° — 1274%) .

Racines positives des pofmes § (1 <m<4):

Le polyndmeS; admet deux racines positives :

011 = v/103—3/409< 2 < O = 1/103+ 3409

Racines positives d& : deux racines positives, = 0, 1et 0> > telles que

2<0 <§<§3<0 <1—7
21< <7 22< &

Racines positives d8; : une seule racine positives = 03 1 telle que

13
3<03:03’1<Z'

Racines positives d& : admet une seule racine positivg = 041 telle que

29
7<03:03’1<Z'

Les calculs ci-dessus peuvent étre vérifies par n'ingoguel logiciel de calcul
formel tel que MATHEMATICA et résumés dans le tableau ci-dessous :

m 1 2 3 4

Om=0m1~ | 1.62651 212869 322913 703204

Om,2 3.19835 847286

On ap}, < Om1 < Om2 (M= 1,2) etyl, < om (M= 3,4), olip}, est la racine positive de
O
PROPOSITION24. Pour m> 4, on a Fy(W) > 0 pour tout p> 0. Pour m< 4,
1
on a Fy(W) > O et (:jir;‘ (3) > Osi et seulement si g i,
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Localisation des racines dePﬂ"'

THEOREME 14. Les racines du polyime Fg"' sont toutes siteies dans le demi-
plan{Ren < 1}

e pour m> 8 et pour tout |©> 0;

e pourl<m<7, sietseulement €l < 1< um, OU y €st la plus petite racine
positive de @(1) =P (3)-

Démonstration.En rassemblant les résultats des propositions 20, 21,2t én ap-
pliquant la proposition 24, on voit que toutes les racinepalyndmeR[" sont dans le

demi-plan{Rer] < %} si et seulement si & p < pm. Comme I'ensemble des racines
varie continiment en fonction ge les racines du polynont" sont dans le demi-plan

{Rer] < %} si et seulement si & p < Y. O
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