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SOLUTION GLOBALE DE L’EQUATION DE COAGULATION
DES GOUTTELETTES EN CHUTE

Résumé. On considere 1’équation intégro-différentielle décrivant le processus de coagulation
des gouttelettes d’eau se trouvant dans I’air et on montre 1’existence et ’unicité de la solution
globale ainsi que sa convergence vers la solution stationnaire. La démonstration est basée sur
les techniques développées dans 1’étude de la solution satationnaire avec le vent horizontal
et la construction de “cone de dépendance" pour la solution.

1. Introduction

Nous considérons le processus des gouttelettes qui tombent dans I’air et se coagulent
entre elles. Du point de vue mathématique, il s’agit de 1’équation de type Smoluchowski
(voir [16], [11], [17]) avec le déplacement des gouttelettes déterminé par leur masse ;
I’équation est formulée pour la densité o (m,t,z) de 1’eau liquide contenue dans les
gouttelettes de masse m (¢ et z désignent le temps et la position), densité par rapport a
I’unité de volume de 1’air contenant d’éventuelles gouttelettes. Dans le travail [8] on
a démontré ’existence d’une solution stationnaire méme en présence d’un vent hori-
zontal. Le but du présent travail est de démontrer 1’existence et I’unicité de la solution
globale de cette équation dans un domaine d’une dimension spatiale ; on aura comme
corollaire la convergence de la solution globale vers la solution stationnaire, si la don-
née de ’entrée est constante ou tend vers une entrée constante.

Du point de vue technique, le présent travail utilise plusieurs techniques déve-
loppées dans [8], en particulier I’introduction de la famille de courbes sur lesquelles on
considere 1’opérateur intégral de coagulation, et leurs propriétés. Toutefois, pour obte-
nir la solution globale on a dii établir un lemme qui précise le “cone de dépendance”
de la solution.

Nous rappelons que, pour le processus de coagulation sans déplacement des
gouttelettes, c’est-a-dire 1’équation de Smoluchowski ordinaire, et le processus de
coagulation-fragmentation, il y a une littérature considérable (voir par exemple [17],
[91, [2], [10], [3], [4], [12]). Dans une recherche future on pourrait chercher des condi-
tions plus faibles pour le coefficient de coagulation ou I’introduction de fragmentation
en suivant des idées de ces travaux. Une autre perspective de la recherche sera celle
d’insérer le processus de coagulation et la chute des gouttelettes dans le modele géné-
ral du mouvement de 1’atmospheére, comme 1’on a essayé dans [5], [1], [14].

2. Position du probléme

Considérons I'intervalle [0, 1], qui représente 1’espace “vertical” dans lequel les gout-
telettes se déplacent a cause de la force gravitationnelle. Désignons par o(m,,z) la
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densité de I’eau liquide contenue dans les gouttelettes de masse m au point z € [0, 1]
a l'instant # € R. On rappelle que dans la littérature concernant 1’équation de Smolu-
chowski on utilise souvent le nombre (dans le sens statistique) i1 = fi(m, t) = W de
gouttelettes de masse m au lieu de la densité de I’eau liquide o-(m, t, 7). Mais nous préfé-
rons utiliser cette derniere pour étre conforme au symbolisme de [8] et de la littérature
de la modélisation générale des phénomenes météorologiques ([5], [1], [14]).

Nous supposons que les gouttelettes subissent le processus de coagulation et en
méme temps se déplacent dans I’air par la force gravitationnelle en subissant également
I’effet de frottement avec 1’air environnant. Dans le présent travail nous ne considérons
pas I’éventuelle condensation de la vapeur d’eau sur les gouttelettes ni 1’évaporation
a partir des gouttelettes ; I’absence de condensation et d’évaporation correspondrait a
I’état d’équilibre entre la vapeur d’eau présente dans ’air et la densité de la vapeur sa-
turée. Dans cette situation, on peut formuler le processus de coagulation comme dans
I’équation de Smoluchowski (voir par exemple [17]) et le déplacement des goutte-
lettes par une vitesse déterminée par le coefficient de frottement entre les gouttelettes
et I’air (comme les météorologues 1’utilisent communément, voir par exemple [15]).
Ces considérations nous amenent a I’équation (voir [1], [14], [8])

2.1 0,0 (m,t,7) + 0,(0(m,t,2)u(m)) =

= g f Bm—m' ,mo(m’ ,t,2)o(m—m’,t,7)dm’ +
0

-m f B(m,m"Yo(m,t,2)o(m’,t,z)dm’,
0

ol B(my,my) est la probabilité de rencontre entre une gouttelette de masse m et une de
masse my (avec la valeur de probabilité normalisée par rapport a la masse), tandis que
u(m) désigne la vitesse des gouttelettes de masse m. Pour la fonction S(m,m,) nous
supposons que

(22) B, ) € CR+XRy),  Blmi,mp) 20 VY(my,mp) € Ry XRy,
(2.3) B(my,my) = B(ma,my).
D’autre part, pour la fonction u(m) nous donnons aussi 1’expression
1
24 u(m) = ——-—g,
a(m)

ol a(m) est le coefficient de frottement entre les gouttelettes de masse m et 1’air.

Comme dans la nature il n’existe pas de gouttelettes de masse inferieure a cer-
taine valeur critique (voir [13], [6]) et que les grandes gouttelettes subissent le proces-
sus de fragmentation, nous considérons seulement les fonctions o(m,t,z) n’ayant les
valeurs strictement positives que pour m tels que

0<my<m<my < oo,



Solution global de I’équation de coagulation ... 263

ce qui nous permet de supposer, sans restreindre la généralité, que

2.5) sup a(m) < oo,
meR
2.6) B(mi,my) =0 pour my +my > mg,

comme il a été admis dans [1], [8]. Pour la commodité de la notation, nous posons

2.7 To = sup a(m),  Hp=-=

meR 4 50 '

Dans la suite nous allons envisager le probléme de trouver une fonction o(m, t, 7),
qui vérifie I’équation (2.1) pour (m,t,z) € R, X R, X [0, 1] avec la condition aux limites
(condition d’entrée)

(2.8) o(m,t,1) =0 (m,1)
et la condition initiale
29 o(m,0,z) = oo(m,z).

Conformément a ce que nous avons dit plus haut, on supposera que
oi(m,t) =oo(m,z) =0  pour m € [0,mg]U [ma,col.
3. Préliminaires
Pour résoudre 1’équation (2.1) avec les conditions (2.8), (2.9), nous allons la transfor-

mer en une équation différentielle ordinaire, en introduisant les variables (7, ,Z) reliées
a (m,t,z) par les relations

N
I
3

3.DH

1-z
+m.

A A
Il
=N

Dans ce nouveau systeme de coordonnées la fonction inconnue & chercher serait

~ I
&(ﬁ/l, taz) = O-(m, t’Z) = O—(m’t_ _Zaz)‘

u(m)

Mais pour éviter une notation trop lourde, dans la suite on va écrire simplement m
et z au lieu de 7 et Z et encore o(m,f,z) au lieu de &(/,7,Z), ce qui ne causera pas
d’équivoque dans le calcul.

On constate que dans les coordonnées (m, 7,z) 1’équation (2.1) se transforme en

0 -
3.2 a—ZO'(m, 1,2) =
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m m _ )
~ 2u(m) f Bm—m' ,m" o (m',T*(m,m’ ,1,2),2)0(m—m' .t (m,m—m',1,z),2)dm’ +
0
m 00
B f ﬂ(m’ m,)o-(m’ i’ Z)O—(m,’ ?k(m9 m,s f’ Z)’ Z)dm,,
u(m) Jo
ou
- . 1-z 1-z
Fmm' f,7) =F— — +

u(m)  u(m’)’

Nous allons réformuler 1’équation (3.2) en une équation différentielle ordinaire a va-
leurs dans un espace de Banach (ou dans un espace de Fréchet). Pour traiter convena-
blement dans ce cadre fonctionnel 1I’opérateur intégral du deuxieme membre de cette
équation, nous introduisons, pour chaque z € [0, 1] fixé, la famille de courbes

- 1-
(3.3) Yo=Yeo =MD ER XRIF=T+——), 7€k
u(m

Cette famille de courbes est analogue a celle utilisée dans [8], mais ici le parametre 7 est
relatif au temps, tandis que dans [8] les courbes étaient paramétrisées par un parametre
spatial.

De maniere analogue a [8] on définit une mesure u, sur les courbes .. Plus
précisément, en désignant par Pg, la projection de y, sur R, , on définit les ensembles
mesurables de y; et la mesure p, sur y; par les relations

i) A’ Cy; est mesurable si et seulement si Pr, A’ est mesurable selon Lebesgue sur R,
ii) py(A") =purr,(Pr,A’),00 upr, () est la mesure de Lebesgue sur R, .

Comme les courbes y., T € R, sont paralleles (c’est-a-dire, définies par la translation
de yp par T dans la direction de 7), on voit immédiatement que la projection P, et la
mesure (1, (-) ne dépendent pas de 7 € R.

On rappelle que la mesure u,(+) a les propriétés suivantes.
LemMmE 1. Soit A un ensemble mesurable (selon Lebesgue) de R, XR. On pose
Ar={meR,|A7eR tel que (m,7) € y;NA},

A, ={t€R|A7eR tel que (m,7) € y; NA}.

Alors on a

00

G4 uLrxr(A) = f Hy(A)dT = f HLE(Am)pty (dm) = j(; HLR(Am)dm.
—® Y0

(Ici et dans la suite I’élément d’intégration par rapport a la mesure de Lebesgue
s’écrit directement dm, dt etc... sans utiliser les notations uy g, (dm), ur r(d7), etc...).

LemME 2. Soit o(m,7) € L'(R, XR). Alors, pour presque tout T € R la restriction
de o(m,?) a y. appartient a L' (y, Hy).
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LemME 3. Soit o(m,7) € L'(R, xR). Alors on a

f o (m,H)dmdi = foo(f o-(m,i)uy(dm))dr =

RixR —0 Ve

= [ ([ otmiononaruyam = [*( [ stmbaan=
Y0 —o 0 —00

- I :( fo N o (m, Ddm)dr,

LeMME 4. Soient f et g deux fonctions appartenant a L' (-, Hy). On pose

1-z

onfmt)=1+ OOk

(fgm)= | flm—m")gm ), (dm’).
yT

Alorsona fxgeL! (Ve tty) et
||f*g||Ll(yT”u,/) < ||f||L1(yr,ﬂy)“g”Ll(yﬁﬂy)-

Pour la démonstration des lemmes 1, 2, 3 et 4 voir [8] (pour les notions fonda-
mentales, voir par exemple [7]).

On pose

~ . 1-z [0,m]
(3.5) T(m,1,7) =1— u_m)’ y‘r(m,f,z) = Yr(miz) N[0,m] xR.
Cela étant, on peut écrire I’équation (3.2) dans la forme

0
(3.6) 6_10-(1) = F(0(2), o(2)=0(,-,2),
avec
(3.7) F(0(2)) = F(0(2))(m,1) =
__n f Bm—m' ,m" o (m’ .7, 2)o-(m—m’, 7", 2, (dm’)+
2u(m) y[(z,m; 5
m ’ ! d ’
- ﬁ(mvm )O'(m 7t ,Z)U'(m, t,z)ﬂy(dm )’
u(m)

Yr(m,iz)
ou 7 et #’ sont définis par les relations

~ ~ 0,
(7)€ Yemizyy (m—m', 7)€y .

Analoguement, les conditions (2.8) et (2.9) se transforment en

3.8) o(m,i,1) =0o\(m,7),

(3.9 a( ,2) =0(m,2),

1-z
m, ——

u(m)
oll o, et o} sont les fonctions obtenues de oy et oj par le changement de variables
introduit ci-dessus.
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4. Solution avec la condition d’entrée de classe L'

Pour démontrer I’existence et I’unicité de la solution globale du probleme (3.6)-(3.9),
nous précisons d’abord que le domaine dans lequel nous allons considérer 1’équation
(3.6) est

- I
@1 Q= | e =l0n70) R xRXI01[[F> —}.
u(m)
>0, 0<z<1

On pose

I',={m,7,z2) e R, xRx[0,1]|7=

I,={z=1)nQ,

il est évident que 1’on peut identifier I', avec Ry X R,. Les conditions (3.8) et (3.9)
peuvent étre écrites dans la forme

4.2) o=0, surl}, o=0, surly,.

Avant d’étudier le cas général du probleme (3.6)-(3.9), nous allons examiner le
cas olt la donnée T} appartient 2 L!(T',). Dans ce cas on a la proposition suivante.

ProposITION 1. Soient Ty € L'(T,) N L¥(T,) et Ty € L'(Tp) N LY(T) telles

que
Tm,1,2)=20 pp.surT,, ow(m,)) =0 pp.surTy,
T(m,5,2)=0, owm,))=0 pourme[0,m,]V [mg4,oo[.
Si
max(|[o ) llLe @y, lTw)llee ;) < ===,
ou
ma(m) ,
“4.3) M, = sup Bm—m',m’),

2mg<m<my ,mg<m’ <m—myy 2g
alors il existe une solution o et une seule de I’équation (3.6) satisfaisant aux conditions

“44) o=0@p) surly, o=0 surly,

solution appartenant a la classe

4.5) o€ C([0, 11;L1(Q)) N L¥(Q),
on
4.6) Q. = {(mD) R, xR|7> =5,

u(m)
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Démonstration. On rappelle que I’on a démontré dans [8] une proposition ana-
logue (proposition 5.1 de [8]) dans le cas ou le domaine est

Qo =R, xRx]0,1[,

avec la condition d’entrée sur Ry X R x {1} ; méme si dans [8] on considérait la position
horizontale x € R au lieu du temps ¢, du point de vue mathématique il s’agit de la méme
équation. Donc, pour démontrer la proposition, il nous suffit de transformer le probleme
(3.6), (4.4) en un probléme dans Q. avec une condition d’entrée sur R, XR x {1} de
maniere que la restriction de la solution de ce dernier probleme a Q nous donne la
solution du probleme (3.6), (4.4).

Pour ce faire, introduisons d’abord, pour chaque point (m,7) € R XR le nombre
£1(m,7) € [0, 1] défini par la relation

max(0,1+ ——~g) si 7<0
4.7 N T alm L
“7) fi(m. 1) {1 si 7> 0.
On remarque que

Q = {(m’f’z) € Qoolo < Z < gl(m,;)}’
(mEG (D) €Ty UL, Yom,D e Ry xR, 72202,
8
Prolongeons par 0 sur Q. \Q la fonction F,(o(z))(m,?) définie dans (3.7) ; plus

précisément on pose

- _ | Fo@)(m,D) si 0<z<4(m,D),
4.8) F (0 (z))(m,T) = { 0 si amp<z<l.
On pose en outre
Tamiomn) s - "R <7<0,
(4.9) T(ap)(m,0) = Tp)(m,1) si 7>0,
0 si F<—2m
g
Cela étant, on considere 1’équation
0 _ . . .
(4.10) a—za(z) = F(6(2), 0(2) =0(,,2) dans Qg
avec la condition
4.11) a(m,1,1) = T (g p)(m,7) dans R; xR,

ou, en forme intégrale,

1
(4.12) o (m,1,2) = 0 ap)(m,1) - f Fy(a(2)m,Dd7 .
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En vertu de (4.8) et (4.9), il résulte de (4.12) que

G TG D) = Tamiamd) s -2 <7<o,
8
o(m,1,¢1(m, 1)) = 6(m,T,1) = oy (m, 1) si 7>0,
c’est-a-dire
4.13) o=0p) surly, O=0@G surly.

De la sorte, si 6-(m, 7,7) vérifie (4.12), alors 6(m,,z) vérifie également

1 (m,f)
(4.14) a(m,1,2) = 0 (a)(m,1,{1(m, 1) - f F(a(2))(m, D7

pour _am) <f<0,0<z<4(m,i),
8

1
(4.15) o (m,1,z) = o (m,i)— f F(5())(m,DHd7 pour 7> 0.

On déduit de (4.13), (4.14) et (4.15) que, si 6-(m, ,z) vérifie (4.12) (ou (4.10) et (4.11)),
alors la restriction o = &g de & sur Q vérifie (3.6) et (4.4).

Pour appliquer la proposition 5.1 de [8] au probléme (4.12) (ou (4.10) et (4.11)),
nous rappelons que 1’opérateur F -(07(2)) ne differe de I’opérateur F,(0(z)) utilisé dans
la proposition 5.1 de [8] que par la relation

(4.16) F(6@)(mH=0  dans Qu\Q,

au lieu d’étre du méme type que dans Q. Nous remarquons aussi que chaque courbe
vz appartient entiérement a Q ou enticrement a Q,\€2 ou bien enticrement a I’inter-
face QN Qo \Q (donc la condition (4.16) ne modifie pas le résultat de 1’application de
F .(0(2)) dans Q) et que la mesure p,(+) sur les courbes y;, jouit des mémes propriétés
(lemmes 1 - 4) que I’on a utilisées dans la démonstration de la proposition 5.1 de [8].
Comme la démonstration de la proposition 5.1 de [8] utilise exclusivement 1’estimation
des normes de o(-,-,z) dans L®(R, xR) et dans L!(R, xR), la “troncature” (4.16) de
F.(5(2))(m, ) dans Q. \Q ne modifie pas les raisonnements de la démonstration de la
proposition 5.1 de [8].

Rappelons les conditions sur o, ;. En rappelant la définition (4.9), qui implique
entre autres

4.17) I @.p)llze®,xr) = max([o ) llLo@,), lT @)l ;)

nous pouvons transformer les conditions pour o (4 et o) de la proposition 1 en les
conditions pour o, 4y sur Ry xR

(4.18) Tlap) () € 'Ry xR)N LR, X R),
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(4.19) T(ap)(m,f)=0 p.p.dans Ry xR,
4.20) supp (E(a’[,)) C [mg,ma] XR,
@21) Tl <!
. foa o —
@hlle=@xw < gre s

Comme les conditions (4.18)-(4.21) sont les mémes conditions que celles de la
proposition 5.1 de [8], d’apres cette proposition (plus précisément une variante de cette
proposition avec la “troncature” de F (5(2))(m,7), qui, comme nous 1’avons remarqué,
ne modifie pas le résultat), il existe une solution & et une seule du probleme (4.12) (ou
(4.10) et (4.11)) dans la classe

Ge€C(0,11; L' Ry xR) N LO(R, xR x[0,1]).

Comme nous 1’avons remarqué en haut, la restriction o = &l vérifie (3.6) et (4.4). La
proposition est démontrée.

5. Existence et unicité de la solution globale dans le temps

Pour démontrer un théoreme d’existence et d’unicité de la solution globale dans le cas
général, on va établir la propriété de “cone de dépendance” pour 1’équation (3.6). Pour
ce faire, on considére un ensemble mesurable w de R, XR avec 0 < mes(w) < 0. On
définit

5. Diwl= | Donps

(m,hew

(5.2) Dup=J( | )=

0<z<1 7_(m,f,2)<t<t4(m,f)

i} N 1-7 i
=, 7,7) Ry XRX[0,1] |7 = T4 ——, 7_(m,7,7) < T < T2 (m, D)),
u(m’)
avec
53) { Tom,7) = 7, 7,0) =T~ i,

P = 1
7_(m,f,z) = max (0, 7.(m,7) + ﬁio) =max (0, 7— ot ﬁio

(pour ug, voir (2.7)). On définit également D,,(z) par

SH D= ( U  w)=lonFeDwl =2k

(mhew t_(mFz)<T<T4(m,0)
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on remarque que D,,(z1) est ’intersection de |y e Pm.7) €t du plan z =z;. D’apres la
définition de ’ensemble D, 7, (voir aussi la définition (3.5) de 7(m,7,7)), on remarque
que

(m',7,7)e Dy = Yoo 7,272 € Dim s
7(my,11,0) = 7(m2,12,0) = Dy, 7,y = Dimy )

cette derniére relation signifie que, si (m1,7) et (my,#,) se trouvent sur une courbe y,,
alors ils définissent le méme ensemble.

La propriété de “cone de dépendance” est donnée par le lemme suivant.

LemME 5. Soient F&; et E{Z; deux fonctions définies sur I, 5’{}7] et 72 deux

(®)

fonctions définies sur I'y,. On suppose que E{g, 551, E{})}, E{Z; satisfont aux conditions

de la proposition 1. Soit M (resp. o)) la solution de I’équation (3.6) avec la condition
— —[1] = —[1 — —[2] — —[2],
(4.4) avec o(q) = O'Eai, om) = o-%b; (resp. o) = o-&ai, om) = a([bg ). Si

(5.5 T =05 swrTynDlwl, Tl =00 surl,nDlw],

]
(b) (b) (@) — )

alors on a

ol = o2 p.p.dans D[w].

Démonstration. En transformant I’équation (3.6) en forme intégrale, on a

lm,7,2) = olm, 7,41 (m, D)+

{1 ‘ A
Zur:m) f f{o ] Bl =’ ,m" Yo' 7, )N m—m’ 7,2 Yy (Yl +
z ,m

yr(nl,f,z’),z’

{1 . .
+ f f Blm,m YV 7. ) m, B o (dmNde . i=1,2,
um) J; J,

T(m,i’).

tandis que les conditions (3.8)-(3.9) nous donnent

' ) EE;]) sur [y,
ol (m, 7,41 (m, D) =

—[i]
) sur I'p,

£1(m, ) étant le nombre défini dans (4.7). En faisant la différence de cette équation pour
i=leti=2,0ona

loMm,7,2) — o2 m, 7,2)| < |oM(m, 7,1 (m, D) — 712 (m, 7, 1 (m, D)+

|
+Cﬁ[f f (|0'[l](m—m',f",z’)—0'[2](m—m’,f",z’)la'[zl(m',f’,z’)+
z

[0,m]

w(mi.2').

o' 7.2y =P’ 7. 2oV om—m 77,2 )y (dm )2 +
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1
+f f (|0'[1](m,f,z') — o m, 1, 2|’ 7,2 )+
Z

Yemiz).Z

+|0-[1](m/, ?,Z,) _ 0.[2](m/,171’z)|0_[1](m’ f,z'))uy(dm’)dz’],

m m
Cg=max| su —pB(m—-m',m’), sup ——pB(m,m’)|.
P [O<m’<£)1<oo 2u(m)ﬁ m,m’£R+ ”(m)ﬁ ]
On en déduit que
(5.6) I (m, 7,2) — o2 (m, 1, 2)| < |, 7,41 (m, ) — 2 (m, 7, 1 (m, )|+

1
1 2 2
+Cﬁ[f (”O—[ ]('y'yz,)_o—[ ](.’.’Z,)”LM(YT(m,f,z'),z')“0—[ ](.’.’Z/)”Ll(’YT(m,f,Z'),Z')_'_
4

| 1 2
+||O—[ ](""Z,)”Ll ,)”0—[ ](s '9Z/) _O—[ ](, ',Z’)”L“(yr(m,;,zf),z,))dZ,‘i-

(Vr(mf,z’),z

1
1 2 2
+f (16,2 = P gy ol ](',',Z,)”Ll(yr(mfw,)z,)'i‘
. i),

[2](.

— — 1 1
+A =N My 11,2 = P 2Dy, )2 |

Considérons maintenant un point générique (m,7,z) de D[w]. En vertu de (5.2)-
(5.3) il existe (mo, ) € w C Ry X R tel que

1

u(mg)’

max (0, 7o —

b4 - . 1=z - -
+ =) =1-(mo,f0,2) < T— ——= < 74.(mp,Tp) = o —
u(mo) U u(m)

Cette inégalité, jointe a I’inégalité u(m) < up < 0, implique que, pour 0 < z<z7 <1,on
a

- 1 7 . 1= .
fo <

“ulmo) T =TT um) =" umoy’

ou, en vertu de (3.5),(5.3),0n a
7_(mo,f0,2') < 7(m,1,2") < 7.(mo, o),
ce qui, d’apres la définition (5.4) de I’ensemble D (z), démontre que
Yeomiz)e C Dw(@) pour0<z<7 <&(m,D) < 1.
On rappelle que I’on a en outre, pour i = 1,2,
Mo D16y ) < Ta =TI, Dy 700 <

< (ma = mo " Dl (D @)

pour presque tout (m,7) € Q, (voir (4.6)).
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Cela étant, de (5.6) on déduit que

ot 2) = 2 Dl oy )y <

—[1] _ —[2] —[1] _ —[2]
< (||0'(b) =0 plleea,npron + 1107, = U'(a)||L°°(l"amD[wJ))+

1
+ [ (10 M + 1l
Z

Xl 2 ) = P D s oy a7 s

ot C est une constante indépendante de z. A 1’aide du lemme de Gronwall, on en déduit
que

(5.7) ot 2) = 2 Dl oy ) <

—[1 —[2 —[1 —[2
< (||0'E,,1 - O—Ebille(FbﬂD[w]) + ||0'Ea§ - O'EainL”(l"amD[w]))X

1
XeXP(CfZ (”0_[1]('7”Z/)”L“’(Dw(z’))+”0'[2]("'7ZI)||L°°(Dm(z’)))dZ/)-
Or, en vertu de I’hypothese (5.5) on a
||5Ell,]) —EEZ])lle(r,,mD[w]) = IIEBA _5E3||L"°(FGOD[w]) =0,
ce qui nous permet de déduire de (5.7) que
o, 2) =P Dl e <O,
ou, compte tenu de la relation D[w] = Jp<;<1 Dw(2),

o m,7,2) = ¥ (m,7,2) p.p. dans D[w].

Le lemme est démontré.

Maintenant nous pouvons démontrer le théoréme principal.

TutorEME 1. Si oy € LY(T,) et o) € L*(T') satisfont aux conditions

(5.8) oo(m,1,2) >0 pp.surT,, o1(m, ) >0 pp.surTy,
(59 oo(m,1,2)=0, o(mD)=0 pour m € [0,m,] U [m4, 00,
(5.10) max (|[opllzeo(r,); 107 1z (r,)) <

Mi(ms—mg)’
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M, étant la constante indiquée dans la proposition 1, alors I’équation (3.6) avec la
condition (4.2) admet une solution o et une seule appartenant a la classe

oeL®(Q)

et o vérifie les relations
o(m,f,z2) >0 pp.dans Q,

o(m,,7) =0, pour me [0,m,]U [my,co[.

Démonstration. Pour démontrer I’existence de la solution globale dans le temps
du probléme (3.6), (4.2), on considere une famille d’ensembles mesurables et bornés
wj, i € N, définis par

1 -

(5.11) wi={mDeR, XR|my <m<my, — <7
u(m)

<i}=

= Qo N{(m,7) € [mg, ma] XR| < i},

ol Q) est I’ensemble défini dans (4.6) avec z = 0. La définition de D[w] (voir (5.1),
(5.2)) nous permet de définir un nombre N tel que

(5.12) Dy, (1) c{(m, /) e Ry XR|F < i+ N} pour tout ; € N.
On considere une fonction ¢ € C*(R) telle que

sis<0,

"l’(s):{ i
avec 0 < y¥(s) < 1Vse[0,1] et on pose
(5.13) YiM) =y(@- G+ N));
on a évidement
(5.14) Dy, (1) c{(m,5) e Ry XR|yi(H) = 1) pour tout i € N.
Cela étant, on considere la famille d’équations
(5.15) 8.0 (m,7,2) = F(o'"(2))(m,7),  ieN
(avec F(-) définie dans (3.6)), complétées par les conditions
(5.16) ol =y, surly,  oll=o) surl,.

D’apres la proposition 1 (avec o) = Yior| et o) = 0) le probleme (5.15)-(5.16)
admet une unique solution o = o'l € C([0, 1]; L' (©,)) N L*(Q) telle que

>0 pp.dansQ, om,7,2)=0 pour m € [0,7,] U 74, col.
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D’autre part, d’apres la définition des ensembles w; (voir (5.11)),0n a
Dlw;] ¢ D[wy] pouri <7

Par conséquent, en vertu du lemme 5 et de (5.16) (voir aussi (5.13)),on a

="l pp.dans Dlw;] pouri<i’.

Donc, en définissant o par

B o0l dans QN D[wo],
T ol dans Dl[w]\Dlw;-1], i=12,-,",

ona '
o=cll p.p.dans QN D[w;] VieN.

Par suite, en vertu de (5.15) on a
0,0(m,1,2) = F(o(2))(m, 1), dans QN D[w;] VieN.
En outre, en vertu de (5.14) et (5.16),0n a
o=clll = o sur I'pNDl[w], o=l = oy sur N Dlw;].

Donc, en rappelant les relations Q C ;e Dlw;] et I'y, € Ujen Do, (1) qui résultent de la
définition de w;, D[w;], D, (1), on peut conclure qu’il existe une solution du probleme
(3.6),(4.2).

Pour démontrer 1’unicité de la solution, considérons deux éventuelles solutions
o1, 0 du probleme (3.6),(4.2). Si o1 # 0 sur un ensemble de mesure strictement
positive, alors on peut choisir un ensemble mesurable w tel que 0 < mes(w) < oo et
que mes({(m,7,z) € D[w]|o| # 02}) > 0. Or comme o et o sont des solutions du
probleme (3.6),(4.2), oy = 0 sur [, UT}, en particulier oy = 0 sur I, UT'p) N D[w] ;
cette condition entraine, d’apres le lemme 5, que 01 = 0 dans D[w], ce qui prouve
qu’il n’est pas possible d’avoir deux solutions o7 et 0 qui se différent sur un ensemble
de mesure strictement positive. L’unicité de la solution est démontrée.

[m]

En retournant aux coordonnées (m,t,z), on peut exprimer le résultat dans la
forme suivante.

THEOREME 2. Si 0 € LRy X [0,1]) et 71 € L (R4 X R,) satisfont aux condi-
tions

oo(m,z) >0 p.p.sur Ry x[0,1], o1(m,t) >0 pp.sur Ry xRy,

oo(m,2) =0, ai(mn=0  pourmée][0,m]U[ma,ool,
1

max (||ool| e otz < —,
(ool xt0,1): 1T 1 Lo x)) M Gia )
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M, étant la constante indiquée dans la proposition 1, alors I’équation (2.1) avec les
conditions (2.8) et (2.9) admet une solution o et une seule appartenant a la classe

o€ L”(Ry xR+ x]0,1])
et o vérifie les relations
o(m,t,z) >0 p.p.dans Ry xR, x]0, 1],
o(m,t,7) =0, pour me [0,m,]U][my,o0[.

Démonstration. Rappelons qu’avec le changement de variables (m, t,z) — (m,1,z)
introduit par (3.1), on a transformé 1’équation (2.1) et les conditions (2.8)-(2.9) dans
(3.6) et (4.2). Donc, si (m,1,z) est la solution du probleéme (3.6), (4.2) dont I’exis-
tence et I’unicité ont ét€ démontrées dans le théoréme 1, alors, en faisant retourner les
fonctions dans les coordonnées (m,1,z), on voit que la fonction

(m,t,2) = Fm,t + ——2.2)
u(m)

satisfait a 1’équation (2.1) et aux conditions (2.8)-(2.9). L'unicité de la solution o dé-
coule de celle de & démontrée dans le théoreme 1.

6. Convergence de la solution globale vers la solution stationnaire

Le resultat obtenu dans le paragraphe 5 nous donne également la convergence de la so-
lution globale vers la solution stationnaire. Rappelons d’abord le resultat sur la solution
stationnaire. On considere I’équation

ma(m)
2g

6.1) 0,0(m,z) = — fm,[i‘(m —m',mo(m’,2)o(m—-m’,7)dm’+
0

maq
+

;m)f Bm,m" o (m,z)o(m’, z)dm’
0

(pour a(m) voir (2.4)) avec la condition aux limites (condition d’entrée)
(6.2) o(m,1) =o(m).

ProposiTioN 2. Soito(-) € L'(R,) avec & >0, o(m) =0 pour me [0,mg]U[ma,o0[.
Alors le probleme (6.1)—(6.2) admet une unique solution o € C([0, 11; LY (RS)) (c’est-

a-dire, I’application 7 — o (-,7) est une fonction continue de [0,1] a valeurs dans
L'(R,)) telle que

o >0, o(m,z) =0 pour m e [0,mg]U[my,ool.
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Démonstration. Pour la démonstration, voir [8] la proposition 3.1.

S’il existe un #; > 0 tel que
oi1(m,t) =05 (m) Vt>t, meR,,

avec une fonction o{’(-) qui ne depend pas de ¢, alors la convergence de la solution
o obtenue dans le théoréme 2 vers la solution stationnaire avec la condition d’entrée
o (m) = o7 (m) résulte immédiatement du théoréme 1 et du lemme 5.

Pour examiner la convergence pour le cas des conditions plus générales pour o,
admettons que o (-,7) tend vers o7} (-) (dans le sens qu’on va préciser) et considérons
la solution stationnaire o> = 0> (m, z), qui s’ obtient par la proposition 2 avec o(m) =
—00
o (m).

Introduisons en outre les notations

E’l(m, s)=o1(m,t+s), o'(m,s,z)=0c(mt+s,7) pourO<s<1.
On a alors le résultat suivant.

ProposITION 3. Soient oy et 1 comme dans le théoréme 2. On suppose en outre

que
(6.3) Ty > 7y pourt— oo dans L*(R:X]0,1[).
Alors on a

(6.4) o' = ® pourt— oo dans L°(R4x]0,1[x]0, 1]).

Dans (6.3) et (64), Ty et o> sont a considérer comme fonctions appartenant a
L¥ (R x]0,1]) et L (R4+x]0,1[x]0, 1]) et indépendantes de s €10, 1[.

Démonstration. Rappellons d’abord la définition (3.1) de 7, qui nous donne
I’expression de 7 en fonction de 7, ¢’est-a-dire
- . 1=z
(6.5) t=t(m,f,z) =f— ——.
u(m)
Cela étant, de la définition de D[w] (voir (5.1)) il résulte immédiatement qu’il existe
deux constantes Ny et N, telles que, si on pose

o = {(m,7) € Ry X R|m €lmg,mal, 7€ [t— Ny, 1+ Na},

on ait
(6.6)
Ry X [6,1+1]1x[0,1] € {(m,7',z) € Ry xR, x[0,1]|7 =7 (m,7,2), (m,7,2) € D[w!M}.
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Comme o peut étre considérée comme la solution du probleme (2.1), (2.8) et

(29) avec o] =07} et o = 0, en tenant compte que o et oy sont indépendantes

de ¢,

en faisant la comparaison de 1’équation (2.1) pour o et celle pour o, et en les

considérant dans les coordonnées (m,7,z) (mais, pour éviter la notation lourde due au
changement de variables défini dans (3.1), nous utilisons la méme notation pour o), de
la méme maniere que pour I'inégalité (5.7), on a

6.7)

(-, 2) == Cm Dl gy ) < oy _ETOHL‘”(DM[,](I))X

|
X exp (Cf (lloCs s M=y @y + o™ ’,Z/)”L‘”(le,](z’)))dZ,)-
Z

Or, de I’hypothese (6.3) (voir aussi (6.5), (5.4)) il résulte que

lloy —ETOHLW(DM[,](D) — 0 pourt — co.

Donc de (6.7) on déduit que

“0-(’ '9Z) _0.00(.’ .’Z)”Lw(Dw[T] () -0 pour t— oo, 0 <z< 1,

c’est-a-dire, en le traduisant encore dans les coordonnées (m,1,z) (voir (6.5) et (6.6)),

on a

o' —-o® pourt— oo dans LR, x]0,1[x]0,1]).

La proposition est démontrée.
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