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ESTIMATION DANS W. DE LA SOLUTION DE L’EQUATION
DE TRANSPORT AVEC UNE CONDITION D’ENTREE ET
APPLICATION A UN MODELE POUR L’ATMOSPHERE AVEC
LA TRANSITION DE PHASE DE L’EAU

Abstract. Dans le présent travail on considére 1’équation de transport linéaire avec la con-
dition d’entrée donnée sur la partie d’entrée de la frontiere et on démontre une estimation de
la solution dans W} Dans la seconde partie du travail, en utilisant ce résultat, on démontre
I’existence et 1’unicité de la solution locale d’un systeme d’équations quasi-linéaire issu de
la modélisation de 1’atmosphere.

1. Introduction

Le probleme de I’existence et de I’unicité ainsi que de la régularité de la solution d’une
équation de transport linéaire a été étudié par nombre de mathématiciens (voir par exem-
ple [3], [7], [1] pour ne citer que quelqu’uns parmi les travaux les plus connus). Or,
dans le cas ol I’équation est envisagée avec une condition d’entrée (donnée a la fron-
tiere du domaine), on trouve une problématique plus complexe, comme il a été évoqué
par plusieurs auteurs [3], [9], [8], [6], [5]. Dans [8], les auteurs ont étudié en détail le
probléme pour 1’équation de transport stationnaire avec des données d’entrée. En par-
ticulier ils considerent le probleme de 1’existence et de I’unicité de la solution dans le
cadre des espaces de Sobolev WIf(Q), 1 < p<0,0<s< 1; pour éviter I’irrégularité
de la solution ils imposent des conditions assez complexes dans le voisinage de la
frontiere. Plus récemment, la question de I’affaiblissement de la condition sous la-
quelle il existe une solution a été approfondie de maniere fort accentuée. On cite par
exemple le travail [1], dans lequel ’auteur considere une équation de transport dont
le champ de vitesse appartient a I’espace des fonctions a variation totale bornée (BV).
Plus tard, dans [6] les auteurs ont établi le caractére bien posé des problemes aux lim-
ites pour les équations de continuité ou le champ de vitesse est borné, a divergence
bornée et est dans L},.(0,7;BV (Q4;R")) pour tout ensemble ouvert et borné Q. S Q.
Or, la question de I’estimation du gradient de la solution n’a — semble-t-il — pas aussi
attiré ’attention des mathématiciens dans les derniers temps. Mais nous constatons
que, lorsqu’il s’agit des équations non linéaires, 1’estimation du gradient de la solution
de I’équation linéarisée est souvent la clé de la résolution du probleme non linéaire.

Dans [2] les auteurs, en étudiant I’équation de transport linéaire, ont établi des
estimations, y compris 1’estimation dans L™ du gradient, de la solution. Or, dans [2] on
a supposé que la composante normale de la vitesse (du flux representant le transport)
s’annule sur la frontiere du domaine dans lequel 1’équation est considérée.

Dans le présent travail on va généraliser le résultat de [2] sur la norme dans
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L™ du gradient de la solution de I’équation de transport linéaire au cas ou la com-
posante normale de la vitesse n’est pas nécessairement nulle; il s’agit donc du cas ou
il y a ’entrée et la sortie du domaine considéré. Nous allons utiliser les idées de [2],
mais la présence de 1’entrée nous conduit a une construction particuliere d’équations
approchées. Il nous semble que les hypotheses du présent travail sont suffisamment
faibles (au moins par rapport a la méthode utilisée), mé€me si nous ne pouvons pas
exclure 1’évetualitété d’affaiblissement des hypotheses; il nous semble que 1’éventuel
affaiblissement d’hypotheses exigera une nouvelle argumentation assez consistante,
exigeant un nouveau travail.

Dans la deuxieme partie de ce travail, en utilisant le résultat de la premicre partie
mentionné ci-dessus, nous allons démontrer 1’existence et I’unicité de la solution locale
d’un systeme d’équations non linéaires, qui résulte d’un modele du mouvement avec
condensation et évaporation des gouttelettes d’eau produites par la condensation de la
vapeur d’eau dans I’air, modele proposé dans [10].

Les auteurs tiennent a exprimer leur vive gratitude au Prof. P. Secchi de I'uni-
versité de Brescia, ol une des auteurs a passé une période de stage et eu recu de lui des
conseils tres utiles pour la réalisation du présent travail.

2. Position du probleme linéaire

Dans la premieére partie du présent travail nous allons considérer une équation de trans-
port linéaire dans un sous-ensemble ouvert borné Q de R” (n > 2). Pour la frontiére
0Q de Q, nous supposons qu’elle est de classe Cl, Q étant d’un seul coté de 9Q, et
qu’il existe un €y > 0 tel que, pour tout x € 0L, on ait

(1) x—¢ii(x) e Q Vee]0,e],

ol 7i(x) désigne la normale extérieure unitaire a la frontiere 02 au point x € dQ (dans
la suite nous écrivons simplement n(x) ou n au lieu de 7(x); du contexte on pourra la
distinguer assez clairement de la dimension de 1’espace).

On considere une fonction v définie sur [0,00] xQ & valeurs dans R” telle que

2 veLl

loc

(0, oo;W,,IJ(Q;]R”)),

3) V-veLl (0,00;W,) (Q)),

oul<g<oo.

La fonction v sera considérée comme le champ de vitesse qui définit le flux pour
une équation de transport. Nous définissons, pour chaque ¢ € [0, oo, la partie d’entrée
I'_(z) et la partie de sortie I'; (¢) de la frontiere 0Q par les relations

“ I'_(t) = {xe 0Q|n(x)-v(t,x) <0},

) I, (t) ={xedQ|n(x) -v(t,x) >0}.
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Dans [0, oo[ xQ nous allons considérer I’équation de transport linéaire pour une
fonction inconnue u (a valeurs réelles)

ou
© 24V ) = gut .

ou g et f sont deux fonctions données a valeurs réelles (v est la fonction introduite
ci-dessus). L’équation (6) sera envisagée avec la condition initiale

@) u(0,x) = up(x) pourxeQ
et la condition d’entrée

®) w(t,x) =i (t,x) pour (t,x)e | J [{1}xT_(1)],

0<t<m
up(x) et uy (¢,x) étant des fonctions données. On suppose la condition de compatibilité

) up(x) = u1(0,x) pourxeI'_(0).

Nous rappelons que pour le probleme (6)—(8) les points ol v - n s’annule posent
des questions délicates. Pour cela, nous excluons le cas d’un saut de la valeur de
v-n quand v-n change de signe et, sur les points (¢,x) € [0,00[ x9Q tels que x €
0Q\(T'_ (1) uT'4(¢)), nous supposons les conditions suivantes:

CONDITION A. Nous supposons qu’il existe deux constantes €1,€; > 0, &, < %0
(g9 est donné dans (1)), telles que v, Dv, Vf, Vg, V(V -v) soient continues dans X¢,, oil

(10) Te, = {(t,x) € [0,00[ xQ[dist((1,x),Z) < &2},
(11) L={(t,x)€[0,00[x0Q| —& <Vv(t,x) -n(x) <g},

0
Dv= (gv.i)i,jzl,--.,n.

1

CONDITION B. Si xp € dQ\(I'_ (7)) u T+ (%)), alors, quelle que soit la carac-
téristique y passant par un point (¢,x) € [0,00[ xQ, on a

(to,x0) ¢ 7.

Ici la caractéristique Y= {(Yo(¢),Y1(?), - - - ,Yu(t)) }tet,, Passant par le point (¢,x) €
[0, 00[ x Q se définit par le systeéme d’équations différentielles

d d .
) =1 o) = v, J=1m,

avec la condition initiale

’YO(I)=I7 Yj(t):xjv j=17--~7n;
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Lax st I'intervalle maximal d’existence de la solution.

Pour ce qui concerne le gradient de u; (¢,x) sur I"_(¢), outre le gradient Vr_ (;yu;
défini de maniere naturelle sur la variété de dimension n — 1, nous défnissons la com-
posante normale n- Vi par

1
12) (n-Vu|)|F_(r) = ﬁ(_vT-VF_(t)ul — Oy —u V- v+ guy -i-f)7

ol v; = v— (v-n)n. La nécessité de la définition (12) est motivée par le fait que, si on
susbstitue v = (v-n)n+ v dans (6), on a

(vem)n-Vu=—ve-Vu—u—uV-v+gu+f.

Dans la suite, pour ne pas alourdir I’écriture, par abus de language, nous utiliserons les
notations

(13) IVur | o r_yy = IVr_ @yl _q@y) + IIn- Vurllzo e @y,

(14) el oo ryy = Tl oz oy + IVl - )

ou - Vuy est la fonction définie dans (12).

Sur la régularité et éventuellement sur le signe des fonctions f, g, up, #; on va
les préciser dans I’énoncé des résultats.

3. Résultat principal pour I’équation linéaire

Le résultat principal de notre travail sur I’équation linéaire (6) est le suivant.

THEOREME 1. On suppose que les conditions (2), (3) ainsi que les conditions
A et B sont remplies et que, quel que soit t > 0, les fonctions v, g, f, ug, uy vérifient les
relations

(15) ge LI(0,WL(Q),  feLl(0.EWL(Q), ueWl(Q),
(16) v, VF,(I)“I? f_alula g_v VE L7( U [{t} X r*(t)])v
O<r<t
(17) n-Vure L7 (| [{t} xT-(0)]),
0<r<r
(18) uy est uniformément continue sur |J [{t} xT_(r)] et
o<t

y admet presque partout la dérivée par rapport at,
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o 1 < q< wetn-Vu estla composante normale du gradient de uy dans le sens défini
par le second membre de (12). Alors il existe une fonction u et une seule appartenant
ala classe
w2y 7oyl 1y 7.7%
L*(0,5;W, (Q)) nW, (0,7;L7(Q)),

qui vérifie I’équation (6) presque partout dans [0,f] x Q, la condition (7) presque
partout dans Q et la condition (8) presque partout sur | J [{t} x T_(z)].

0<t<wo
De plus, la fonction u vérifie I’inégalité

(19) Il oz 0 w1 (@)) < max(A, sup essB(s)),

0<s<t

|
A= el q ("g"Lq(O,t’;W& (Q))+"V'VHUI(OJ;W.IL (Q))"’HD"'"L‘I(().)T;L7C (Q))) %
_gl
*[luollwe @) +7 7 10w @)

N il
B(S) =e(t_5) 4 (HgHL’/(xI;WOIO(Q))+"V'V"L‘i(x.f;wolo(ﬂ))+"DVHLq(5-’TiLI(Q)))X

_ g=1
X[HMI(S)HW.}J(F,(S)) +(—s) 1 |‘f‘|Lq(s,?;WJL(Q))];

dans le cas g = o0, on remplace % par 1. De plus, si f, uy et uj; sont non-négatives,
u est aussi non-négative.

On remarque que, a cause du facteur ﬁ dans le deuxieéme membre de (12), les
conditions (16) ne sont pas suffisantes pour garantir I’appartenance du second membre
de (12) a L*(I"_(t)) et pour cela nous imposons la condition (17).

Pour démontrer le théoreme 1, nous allons construire les équations approchées
par la régularisation des coefficients et des données et établir des estimations des solu-
tions approchées en utilisant les caractéristiques (une méthode dont I’ utilisation directe
sur le probleme donné est rendue problematique par la basse régularité de v); le passage
a la limite nous donnera le résultat énoncé.

4. Préliminaires

Pour obtenir des estimations et démontrer 1’existence et I’unicité de la solution, nous al-
lons utiliser des équations approchées avec les données initiales et d’entrée approchées.
Pour ce faire, nous écrivons d’abord 1’équation (6) dans la forme

20) ou+v-Vutcu= f, c=V-v—g.

Construisons d’abord 1I’approximation des fonctions v, c, f.
On commence par prolonger les fonctions v, ¢, f pour ¢ < O par
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On prolonge aussi X, dans [—1,0[ xQ par
3 Y, = {(t,x) € [—1,00[ xQ|dist((z,x),X) <&}

avec le méme X défini dans (11) (et donc X < [0, 00[ x 0Q).
Pour (z,x) € R x R”" on pose

3d(t,x)

h(t,x) = max (0, min(1,2 —
€

)

ol d(t,x) = dist((r,x),([—1,00[xQ)\Eg, ) est la distance entre le point (z,x) € R x R”
et]’ ensemble ([-1, [><Q)\Z82 On définit

(22) z(t7x) = (Cﬁh * h) (t7x)7

ot {g, est un noyau régularisant avec un rayon €, = %2 (ici la convolution est relative a
(t,x)). On considere deux fonctions pe(-) et &(-) (0 < € < min(1, 3)) définies sur R
et R” respectivement par

1 t 1 X
(23) Pe(t) = 591(5)7 Ee(x) = 87‘;:1(5)7
ol
-2
&T pour —l<t<l1
pl(l‘)= Sle 1-s2 ds 5
0 ailleurs
.
e 1-Ix?
—4———— pour x| <1
Ei(x) = § e 1=bPay
{bl<1}
0 ailleurs
Nous définissons dans R x Q les fonctions
(24) ve(t,x) = (1= h(t,x))(t,x) + h(t,x)Ve(t, %),
(25) ce(t,x) = (1= h(t,x))c(t,x) +h(t,x)E(1,x),
(26) Jelt:x) = (1= h(t,2)) f(1,2) +(t,%) fe(t,%),

. (el yv(e)a
Ve(t,x) = W #, Pe(1),
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(Szés(x—y)c‘(t,y)dy
S&e(x_y)dy *tp8(t)7
Q

Cs(tvx) =

SS2 e(x—y)f(t,y)dy
fs(tvx) =

Ség(x—y)dy # Pe(t),
Q

et #; désigne la convolution par rapport a ¢.
Nous définissons aussi dans Q

27) u§(x) = (1= h(0,x))uo(x) + 1(0,x)i (x),

ou
§ Ee(x—y)uo(y)dy
Q

o) = §Ee(x—y)dy
Q

En ce qui concerne la donnée d’entrée u, qui est définie sur | J [{r} x
0<t<wo

I'_(1)], pour la commodité de notation, nous la prolongeons par 0 sur (z,x) € [0,00[
x 0Q tels que x ¢ I'_(¢) (en réalité ce prolongement n’intervient pas dans nos raison-
nements grice au choix 0 < € < min(1, %) mais peut faciliter 1’écriture); on prolonge
ui(t,x) aussi sur [—1,0[ x dQ par 0. Cela étant, on définit

%gg(xfy)ul(t,y)dSy
u](t,x) = S E_,g(x—y)dSy )
oQ

@8)  uf(r,x) = (1= h(t,x)) (w1 (-, %) # Pe(-)) (1) + (e, ) (5 (%) %4 Pe () (1)

Les fonctions ce, v, fe, uy, u] étant bien définies, on considere 1I’équation pour
la fonction inconnue u®

(29) O +ve - Vit +cetl® = fo +ufpe(t)  dans [—1,00[ xQ,
avec la condition initiale

(30) u¥(=1,)=0 surQ,

et la condition d’entrée

31) ut(-,) =uf ()  sur {(t,x) e [—1,00] x0Q|xe T (r)},

I (1) = {x€ 0Q|ve(t,x) -n(x) < 0};
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le choix de € €]0, min(1, %)[, de ve et de uf (voir (23), (24), (28)) nous garantit que
I8 (t) =T_(t) pour t > 0 et que, si u5(t,x) £ 0, alors x e T (¢).

Nous allons considérer le probleme (29)—(31) comme probleme approché de
(6)—(8).

Comme v, est une fonction suffisamment réguliére, pour tout (¢,x) €] —1,00[
xQ il existe 1’unique caractéristique y = ¥* telle que (¢,x) € 7. Cette caractéristique
Y= (Y0,%), Y= (Y1, -+ ,¥n), est définie par les équations différentielles

(32 W =1, ) = vl ) = velr()

avec les conditions initiales

Yo(t) =1, Y1) =x
Si on pose

(33) s=inf{¢' <t|y{')€]—1,00[ xQ},

alors, en tenant compte que {x € dQ|n(x) - ve(s,x) <0} =T% (s), onaou “s = —1
et ¥(s) € Q” ou “s > —1 et ¥(s) € I'® (s5)” (dans ce dernier cas on a nécessairement
s> —€); lecas “s = —1 et J(s) € [® (—1)” est exclu par le choix € < 1. Dans tous les
cas la solution u® peut étre exprimée par la solution de I’équation différentielle sur la
caractéritique. Plus précisément, u® = u®(y(-)) est la solution de I’équation

d
(34) aue +ceu® = fo +ugpe(t)
sur y = ¢ avec la condition initiale
ey oui(y(s)) si os>-—1
33) ”(s)_{ 0 sios=—1

On remarque que, si f >0, ug > 0, u; >0, alors fe > 0, ug > 0, uj > 0 et donc la
solution u® de (34) sera elle aussi non-négative.
Nous donnons un lemme technique.

LEMME 1. Soient Y =" une caractéristique définie par (32) et s l’instant défini
par (33). Si on pose

Aels) = jps(r')dﬂ,
s

on a, pour toutt > s,

t
36) j pe(t) W (YNt < (1= he(5)) [ (e

(37 Ju§ (5,) | < Ne(s) (B(s,2) [0 e (fs—eg+ [se] ] x00) F
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+(1=h(s,2)) ]l ([[s—e]+ [s+e]+]x09))

ou [t]* = max(t,0) (ici uy se considére prolongée par 0 pour (t,x) € [—1,00[ x 0Q tels
que x¢ T'_(1)).

Démonstration. On a

t t
J ottty < [ et o,

t
d’ol, compte tenu de la relation {pe(#')dt’ < 1 —Ag(s), on obtient (36).
N
D’autre part, on a

max (0,5+€)

|(u1 (%) % pe(-)) ()] < f |ur (¢, %) |pe(s —1')dt" <

max(0,s—€)

<l e ([s—eg+ [s+e)+]x 002) Me (5)s

analoguement on a

| (%) 0 Pe () () < 5 oe (gpy—eg + fse11 x 20 e (5)-

De ces inégalités et de (28) on déduit (37), ce qui acheve la démonstration. O

5. Estimation des solutions approchées sur les caractéristiques

L’estimation de la solution approchée u® et de son gradient sur les caractéristiques
Y =%, qui joue le role central pour la démonstration du théoréme 1, est donnée par le
lemme suivant.

LEMME 2. Sur chaque caractéristique Y = ¥¥, la solution u® du probléme ap-
proché (29)—(31) vérifie les inégalités

(38) uf(1)] < (7\8(5) [il(s)”ﬁ€‘|L‘f‘([[s—s]+,[s+8]+]xPQ)+
i i el
+(1=h()) frllon 15—+ o1+ 1<) + (1 —%s(S))I\uo\\m(m)e‘“ﬂ“*w +
§lee (e ar”
s e
max(—¢,s)

(39) Vit (t)| <
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< (7‘8(5) [A()IVE] lor (ps—e) + [s+e1+ ] x00) + (1= R()) [Vttt | o (e 5]+ x00) +

- o (¢')dt’
+|Vh(s) | Hﬁ? —u HLC(“([[S—S]+,[S+€]+] X("Q)] + (1 - 7\48(5)) ”VM8HLT (Q)) emax(—es) +
! §(Og(t”)dl”
+ RO EONaE)e T

max(—¢e,s)

on We(t) = max |8ijce + Ouve j| et h(s) = h(y(s)).
ij=1,n

On précise que, comme dans I’énoncé du théoréme 1, dans (39) la composante

normale de Vu; est donnée dans (12) (si v-n < 0) et celle de Va§ est définie de

maniere analogue (voir (43) en bas pour son expression explicite). On précise aussi

que dans les seconds membres de ces inégalités on considere u; prolongée par O sur

[0,00[x0Q\ |J [{r} x—(¢)] comme nous I’avons posé dans la section 4.
0<t<oc

Démonstration. Rappelons que la solution u® du probleme (29)—(31) peut étre constru-
ite par la solution du probléme de Cauchy (34)—(35) sur chaque caractéristique y = y¢.
Comme I’équation (34) est linéaire, on obtient immédiatement, si Y(s) € 02 (et donc
§ > —€),

. . feela? [ e
()] < | (v(s)) e +J|fe(l ) +ug(Y(t")pe(t) e dr',

et, siy(s) =7(—1) € Q (etdonc s = —1),

€ [ / € / / § |C£(l”)‘dt" /
ZNQIES flfe(f)Jruo(Y(t )Pe(t) e’ dr'.
—€

D’apres le lemme 1, on en déduit I’'inégalité (38).

Concernant la deuxieme inégalité, en dérivant par rapport a x; les deux membres
de I’équation (29) et en posant w§ = 0y,u®, Le; = Oy, fe — u%0x,ce et wf),i = Oy,u pour
i=1,---,n,on obtient

n
(40) oWt +ve- Vb + 2 (8jjce + 6xl.vg,j)w§ = Lei+wp,pe(t) dans[—1,7] x Q.
j=1
On considere cette équation avec la condition initiale
41) wi(=1,-)=0 sur Q
et la condition d’entrée

(42) wi(e ) = Opul  sur [—1,7] x 0Q.
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On précise que dans (42) w désigne la i-®m composante du gradient Vi§ composé par
sa composante tangentielle qui est le gradient (naturel) V_ (,)uﬁ sur la variété I'_ (¢) et
la composante normale définie par

1
(43) (”'V”?)|r_(t) = m(_vv,s : VF_(t)”? — Oy — UiV - ve + geut] + fe +”(S)pe)7

€
oll vee = ve — (Ve -n)n.
Sur chaque caractéristique y = ¥¢ I’équation (40) se réduit a I’équation différen-
tielle ordinaire
d n
(44) W+ 3 (8je + O ve WS = Le+whpe(r), i=1,+,n.

dt a

On pose

En multipliant les deux membres de (44) par wt et en faisant la somme de ces équations,
on obtient
d € 2 S € € N € N € €
W) =~ Zl(& e+ Ox Ve, )WiW§ + ZlLs,iw,- +Pe(1) Z: WoWis

Lj= 1= 1=

(45)

| =

cette équation différentielle ordinaire sur une caractéristique 7y doit étre envisagée avec
la condition initiale

We(s) = [Vi (Y(s))| = WS, pour se[-1,7]

ot s est défini par (33) et Vu§ (y(s)) doit étre entendu dans le sens précisé apres (42).
Si on pose
We(t) = ax n|8ijC8 + Oxve il

de I’égalité (45) on déduit

5%(WS(¢))2 < wg(t)(WS(t))z + Le(1)[WE() + pe(t)WE (1)

Dong, pour tout § > 0, on a
(WE(r))? < Y3(r), pourt > s,

ol Y5(¢) est la solution du probleme de Cauchy

(46) Y5 (1) = e (1)Y5(t) + [Le(t) |/ Y5 (1) + pe(r)\/ Y5 (1)

N =
S
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47 Y5(s) = (W5 +8)%.

Or, comme Y5(¢) est strictement positive, pour tout ¢ > s, on peut diviser les deux
membres de (46) par 4/Y3(t), de sorte que ’on a

WEe(t) <ys(t) pourt >,

ol ys(t) est la solution du probléme de Cauchy

©35(1) = 0e(0)35(0) + 1Le(0)] + pelt)

ys(s) = Wﬁ +9.

Comme y;(¢) tend vers

Lo  oe(r")dr" ,
3 (wh(1')))2)e ar,

i=1

t
¢ So()dt
es

V) =W + e+ et

s

quand § — 0, on a

t
§oc(t”)dr”

c e §(Ds(l‘/)dl/ p , , . A2y ,
WE(r) < Wier +J-(|Ls(t )+ pe(r’) (wo,: (¥(1)))?)er dr'.

N

D’apres le lemme 1 on a

W <Ae(s) (E(S) |Va lzor ((rs—e1+ [s+e+1x o) + (1 —h(s))| Vi lzer ([fs—e1+ [s+e+1xa0)

+|VhA(s)|[#] —ui o (s—eg+ fs+e1+1x09)) -

t t

Comme I'intégrale {-dt’ peut étre remplacée par ~ § - dr’ (voir la définition de Wf,
s max(—¢,s)

Le(t), pe(t)), on en déduit ’inégalité (39). O

6. Démonstration du théoréme 1

Démonstration. On pose

P § (lee (") |+ 1Dve (") ) ar"
§ 0 (emx(=E) Ve (') | +]ce (¢ )| +|Dve(t) )’
AS (t) — emax(—s.s) X
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x [M(S) (fl(s) | HL”I‘([[sfs]‘*',[s+8]+];Wolo((’Q)) +

(1= h(s)) |1l e+ [y w02y T

+\Wl(s)|”ﬁ? —u ”L"‘“([[A-—e]""[s+€]+]X("Q))+

t
(1 =2e() o] we (@) + f (Ife)+ IV fe(e")])dr'].
max(—¢e,s)

En faisant la somme de (38) et (39) sur chaque caractéristique Y = ¥ et en appliquant
le lemme de Gronwall, on trouve

(48) ()| + [Vt (1)] < Ae(1).

D’autre part, si on pose s = [s]* +€ et si on considere ry et r; tels que sg <7y <rp <,
alors, en raisonnant comme dans la démonstration du lemme 5.1, on a

o)
§ lee(t) |’

()| < & () + j el dr"),

€ rxzmg(t,)dtl € f / €l / /
Vit (r2)| < e (IVu (V1)\+j(|er(t )+ ()] Vee(t)])dr')

1

et par conséquent

n
r § (ee()|+IDve ("))’
§ (1 [Vee (t')+|ee(t')|+|Dve (e )dt'
|u(r2)| +| Vi (r2)| < €1 x

% (ju(r)| +|Vu€<r1>|+j<|fs<r'>| VA ).

Comme cette inégalité est valable pour tout (ry,72) € [se,?] X [se,7] avec r; < rp, d’apres
le lemme 4.3 de [2], on a

§(\Vce(f')Hle(l')\+|Dvs(l')\)df'

49) |u€(t)| + |Vus(t)| < ese X
t

(|6 (se) | + | Vi (se)| +j<\fs<r'>| VAW

Se

En tenant compte que I'inégalité (48) est vérifiée aussi pour ¢ = s¢, de (49) on peut
déduire

t
c c §(IVee(t) |+ lce (") | +1Dve (") )dr!
(50) |u(2) ]|+ |Vut(2)] < e X
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t
X (Aelse) + (R + 1At
Se
Si on examine I’expression de A¢(se), on peut déduire de (50) qu’il existe deux
fonctions continues v; (-) et v(+) définies sur [0, min(1, )] telles que v; (0) = v2(0) =
0 et que

t
. . §(1ee () +lee () | +1Dve () )’
1) ()| + |Vl (t)] < e x

x (%1 [Ae () (RS | oo e+ s e+ 1w 00y +

A=A url e ((y—eg+ fsreg 1wt (20)) T

+|VA(s)| 7] — w1 ] or ([[s—€]*,[s+€] ] xm)) +(1- 7‘8@))””8“%(9)] +
t
+ f (o) + [Vl ))dr') +vae).

Compte tenu de la relation Ag(s)ot+ (1 —Ag(s))p < max(c, ) pour o = 0, B > 0 et des
définitions de u$, ufj, fe (|u§ — u1]lzx — O pour € — 0 grice a (18)), on déduit que le
second membre de (51) est majoré par

(52) "' ® max(A(r), sup essB(r;s))+Va(e),
0<s<t
ol
t t
S (oI I e
A —e (ol @ + [ 17 )
0
§(H (] [Dv(E")] )d t
~ et ly1 oy HIPV(E) Lo @))dt’
B(t:s) = e Moo (Nt s, - o)) +J\|f(fl)Hw;(Q)dt/)~
)

Cela étant, on remarque que {u®}¢~o est uniformément bornée dans L™ (0,7; W,I(Q))
ce qui, en vertu de (29), implique que {0, u®}¢~¢ est uniformément bornée dans L7(0,7;
L*(&)). Par conséquent, il existe une suite {€;}7, et une fonction u € L*(0,7; wl
(Q)) n qu (0,7; L™ (€2)) telles que €; — 0 pour j — oo, u® et Vu®i convergent faible-
ment-+ vers u et Vu dans L™ ([0,7] x Q) et du® converge faiblement vers d,u dans
L7(0,7;,L*(Q)) (dans le cas g = 1, en établissant d’abord (54), on peut procéder de
maniere analogue a la démonstration du point (b) du lemme 4.4 de [2]). Donc, en
faisant tendre €; vers 0 dans (52), on obtient

(53) [u(®) w1, (@) < max(A(r), sup essB(r;s)).

0<s<t
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En appliquant I’inégalité de Holder aux intégrales dans I’expression de Aetde Beten
rappelant la définition de ¢(¢), on parvient a (19).

De plus, ufi vérifie, pour toute 9 € C'([—1,7] x Q) telle que

O(r,x) =0 sur ([=1,0] x4 (0) v ([ ({1} x (1)) v ({7} x Q)

0<t<t

I’égalité

.L%m

9 _
dtf[usf(a—(tp +ve, VO + (Vve )0 — ce, @) + fo, 0 + 1ty pe, (1) 9] dx =
Q

7
= f Juﬁ-"(p(z,x)dtds.
—10Q

En passant a la limite pour €; — 0, on a
7 5 7

(54) fdzf[u(a—(tp Fv-VO+g9) + f@ldx = j f (v-n)updSdr — fuo(p(o,x)dx.
0 Q 0T_(r) Q

Comme dans (54) @ est arbitraire dans la classe indiquée, on peut affirmer que u vérifie
I’équation (6) et les conditions (7)-(8) presque partout dans les domaines relatifs.

Si ul'l et ul?! sont deux solutions du probleme (6)-(8), alors U = ul2l — [t
satisfait a ’équation (6) avec f = 0 et avec les conditions initiale et d’entrée nulles, de
sorte que, compte tenu que v-n > 0 sur I', (¢), par le produit scalaire de 1’équation (6)
avec U méme, on a

——||U =—= Ul|“v-ndS ——(V- Ul“dx <
iVl =5 [ IWPvnds s | (g5 loPas

1
<|(g— E(V'V))HL"D(Q) HUHiz(Q),
d’ou, compte tenu de la condition HUHiz(Q) |t:0 =0, on obtient HUHI%2

t > 0, ce qui démontre 1’unicité de la solution du probleme (6)-(8).

= 0 pour tout
@~ "P

En outre, si f =0, up = 0, u; = 0, alors, u®/ étant elles aussi non-négatives, en
passant a la limite, ona u > 0.
O

REMARQUE 1. De maniere analogue a la démonstration du théoréme 1, on
peut donner une estimation de u et une de son gradient Vu dans la norme L* par les
inégalités ci-dessous

(55) [u(t)|r= (@) < max(Ai(t), sup essBi(t;s)) Vte[0,7],

0<s<t
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(56) [Vu(t)|ro (@) < max(A2(t), sup essBa(t;s)) Vte[0,7],
0<s<t
ol
rS(ll "l V) )d t
gt Lo Q)+ ) (1 L (Q) t
() =d ol @y + [ 170y’
0

J8( )0 o)+ 1(T0) (oo ) )l
B](;s)=e§("g( Mz @)+ ()0 @)

t
[l ()l o_ sy + f ()] e (],

t
$Ue ) o @) + 1Y) ) o0 (@) +IDV(E ) o0 (@)’
2(f) = e (|‘Vuo‘|Lw(Q)+

t

+ J(I\Vf(t')l\m @ + [u(t) = (@) V(g = V- ¥)(t') | @))dt')
0

13
0oy +I[(Vv) (2 s oy HIDV(E) | oo dr’
Bz(t;s)_eyug( Mize @y +HIT0) () 0 (o) HIDVE Y |10 )

([Vaer ($)]|oe r_ s)) +

+ J(I\Vf(f')l\m @ + 1)@ [V(g =V -v) () |2 (@))dr').

COROLLAIRE 1. Soient u une fonction qui vérifie I’égalité (54) et u' une autre
fonction qui vérifie la méme égalité ou v, g, f, ug et uy sont remplacées par V', g', f’,

uy, et u| respectivement avec la condition v-n =v'-n sur [0,f] x 0. Alors pour tout
te[0,f]ona

67 lu(t) —u (1)L (@) < max (A*(1), sup ess B*(1:s))

0<s<t

et, dans le cas on uy = u', ona

(58) u(r) — ' (1)] L (@) < A*(2),

ou ,
§Ugt)lizon @) +N(VV) () |10 () )dt’
A¥(1) = éb [0 = e () +

t

+ J(Hf(t’) — (")) + (") =V ()22 @) V' ()| @)+
0

H(V-v =) (") = (V- =) ()o@ | () |2 (@) )t

t
§18 ) zon (@) HI V) () oo () )l
B*(t;5) = &' [lu1(s) =163 () e (o sy +
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t

+ J(Hf(f’) = ()@ + V) =V () @[V () @)+

s
H (Vv =g)(t") = (Vv = &))@ [ () | @ )at']
Démonstration. Comme u — ' satisfait a 1’équation

o(u—u')

p +V-(u—'W)=glu—u)+(f—f)—(v=V) -Vi'+

—[(V-v=g)= (Vv =g ),
en appliquant (55) 2 u —«’, on obtient (57).

Dans le cas ol u; = u/, on voit aisément que B*(s) <A*, d’ol1 (58). O

Montrons maintenant une variante du théoréme 1. En utilisant les notations
Qt =Qx]0,+00[, V=(V,0n) = (Ox, -, Ox,,0m) €t ¥ = (v,v,) € R" x R, on consi-
dere le probleme

(59) Ou+V- (uv) =gu+ f dans [0,7] x Q7,

(60) u(0,x,m) =ug(x,m) dans Q7

(61) u(t,x,m) =u; (t,x,m) sur U {1} xT_(1),
osr<?

ou I'_(t) = { (x,m) € 2Qx]0,0[ | n(x) - v(t,x,m) < 0 }. On suppose que les conditions
A, B, (16), (17) et (18) sont vérifiées avec les modifications formelles consistant au
remplacement de X, par

e, = {(t,x,m) € [0,00[ xQ x [0,00[| dist((t,x,m),E) <&}

avec R
Y ={(t,x,m) € [0,00[x0Qx]0,00[| —&1 <Vv(t,x,m) -n(x) <&},

de T'_ (o) U T (o) par I'_(t9) uT',(fo) (avec I', (f9) défini de la manidre naturelle),
de la caractéristique 7y par la caractéristique Y définie de la maniere naturelle dans
[0,00[ xQF etde L*( |J [{t} xT—(2)]) par L*( |J [{t} x_(z)]). Pour ce pro-

0<r<7 0<t<i
bleme on a I’affirmation suivante.

COROLLAIRE 2. Soitt > 0 (arbitraire). On suppose que

(62) Ve L10,EWL@QT R, V.veL1(0,EWL(QY)),
(63) & feL(0.EWL(QY),  ue Wy (QF),

(64) Vi(t,x,m) =0 si me]0,mp[ v My, 0],
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(65) uop(x,m) =0 si me)0,mp[ UMy, o[
(66) ur(t,x,m) =0 si (x,m)el_(r) et me]0,mo[ L]Mo, 0],
(67) flt,x,m) =0 si me]0,mo[u]Mo,0],

ol <g<ooetMy>mg>0. Alors le probleme (59)—(61) admet une solution u et une
seule dans L* (0,1;W.1(QF)) n W, (0,5;L* (QF)); Iestimation (19) reste valable en
remplacant Q, V, v par QF, v, V respectivement et on a suppu(t,x,-) S [mo,Mo] pour
tout (t,x) € [0,7] x Q. De plus, si f, uy et uy sont non-négatives alors u l’est aussi.

Démonstration. La condition (64) implique que les trajectoires qui passent par une par-
tie de Q x [mo, Mo] restent toujours dans Q x [mg, Mo], ce qui nous permet de procéder,
dans le domaine Qx]my — €, Mo + €[ (avec un € > 0 suffisamment petit), de maniere
toute analogue au raisonnement de la démonstration du théoreme 1.

D’autre part pour m ¢ [mg,Mp], le probleme (59)—(61) se réduit a

Ou+ V- (uv) = gu dans [0,7] x Q,
u(0,x) =0 dans Q,
u(t,x) =0 sur | {1} xT-(@)],
0<r<t
ce qui implique que u# = 0 dans Q x (]0,mp[ L |Mp,0[). O

On pourrait affaiblir la condition sur le support des fonctions sur [mg, My], mais
dans ce travail nous nous limitons a cette version de variante, que nous allons utiliser
dans la section suivante.

De maniere analogue a la démonstration du corollaire 1, on peut avoir une in-
égalité similaire a (58) pour deux solutions u et u’ du probleme (59)—(61) avec les
conventions de notation analogues au cas (58)

(68) lut) = (1)l ox (@) <A*(1),
ol

*

t ~
- §080) oo oty HIT D)) oo el
A el [”M()—M(I)HLOC (Q+)+

+ J(Hf(f') = )o@y +IPE) =V () | or @i [ V8 () | )+
0

(V- V=) (1) = (V- = &) ()| 1o o 1 () | o ).
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7. Application a un systeme d’équations quasi-linéaire issu de la modélisation de
I’atmosphere.

Nous allons étudier un systeme d’équations quasi-linéaires, qui correspond a une partie
du systéme d’équations du modele du mouvement de 1’atmosphere avec la transition
de phase de 1’eau proposé dans [10] (voir aussi [4]). Nous considérons notre sys-
téme d’équations pour les fonctions inconnues p(z,x), n(¢,x), o(f,x,m) dans QF =
Qx]0,00[ ot Q est un domaine borné de R muni de la frontiére 0Q de classe C!
(r €[0,7], x € &, m > 0); les fonctions p(r,x), w(¢,x), 6(f,x,m) représenteraient, dans
le modele de 1’atmosphere, la densité de I’air sec, la densité de la vapeur d’eau et la
densité de 1’eau liquide contenue dans les gouttelettes de masse m respectivement. Plus
précisément, en désignant par v(¢,x) la vitesse de ’air (c’est-a-dire, vitesse pour p et
) et par w(t,x,m) la vitesse des gouttelettes d’eau (c’est-a-dire, vitesse pour G), nous
considérons le systeme d’équations

(69) op+V-(pv) =0,

(70) Om+V-(m) = —Hy(w,0),
(71) 0:6+V - (ow) + O (mhg6) + So(m,0)0 = Si(w,0),
ol

Hy(m,0) = (R—T,y) Js(m)c(m)dm,
0
hei(T;m) = s(m) (T —Ty),

So(m,0) = —hg +g1(m)[R—T] + mJB(m, m')o(m')dm’,
0

S1(m,6) = go(m)P(o)[n —T,s] T + % J[S(m7 m—m')o(m')o(m—m')dm’,
0

T € LY(O,EWL(Q)), 5.81.80 € WL(R,), Be WL(R, xR, ), 530, 9> 0, p>0,
tandis que P(-) est un opérateur lipschitzien défini sur W} (Q) a valeurs dans W/ (Q)
tel que P(c) = 0 pour tout G > 0; nous supposons que 1 < g < oo et qu’il y a deux
constantes m,, M, telles que 0 < m, < M, < co et que

Bm' ,m") =0 sim' +m" = M,, Suppgo < [ma, My].

Du point de vue du modele du phénomene physique, T, représenterait la densité de la
vapeur saturée (qui dépend sensiblement de la température), s(m)(®m — T,,) la quantité
de la condensation ou évaporation de la vapeur d’eau sur les gouttelettes d’eau de masse
m (exprimée par rapport 4 I’unité de masse) et donc Hy (T, G) serait la quantité totale de
la condensation ou évaporation; g (m)[% —T,s] ~ devrait représenter le taux de dispari-
tion de gouttelettes de masse m (avec m proche de m,), tandis que go(m)P(0) [T —T,]*
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serait le taux de création de gouttelettes de masse m; la fonction B(m,m’) désigne le
taux de coagulation d’une gouttelette de masse m et d’une de masse m’ (pour les détails
du modele, voir [10]).

Nous considérons le systeme (69)—(71) avec les conditions initiales

(72) p(0,:) =poe W1 (Q), po=0,
(73) n(0,:) =M e W (Q), 7o =0,

(74) 6(07 ) =0p€ ‘/V/l (Q+)7 6o =0, supp()'o(x, ) < [maaMa] VxeQ,

et les conditions d’entrée

(75) Plry =P1 P10,
(76) n|r(t') 1) =T, T = 07
amn ol 61, ©1=0,

0 =
suppoi(t,-,-) € 0Q x [my,M,] Vt € [0,7],

ou T (1) = {xe 0Q|n(x) -v(t,x) < 0}, T (1) = {(x,m) € 3Qx |0, 00[ | n(x) - w(t, x,m)
< 0}. On suppose que les conditions A, B, (16), (17) et (18) sont vérifiées pour u; = p;
et u; = m; en remplacant I'_(¢) par r (t) et pour u; = o en remplagant v par w
et I'_(¢) par e (t) (et avec des modifications formelles évidentes comme dans le
corollaire 2). On suppose aussi que

(78) ve L1(0,5; W) (Q;R)),  V.veL!(0,;;WL(Q)),

(79) weL1(0,;;WL(Q*;RY),  V-welLi(0,;;WL(Q1)).
Le résultat principal de cette partie est le théoréme suivant.

THEOREME 2. Sous les hypothéses posées ci-dessus, il existe un t* €]0,1] tel
que le systeme d’équations (69)—(71) avec les conditions initiales (72)—(74) et les
conditions d’entrée (15)—(77) admette dans 'intervalle de temps [0,t*] une solution
(p,m,0) et une seule telle que

p,meL” (0, Wy (Q) "W, (0,1*: L7 (Q)),
o e L (0,t*; W, (Q%)) n W, (0,:*: L7 (Q1));
etonap=0,1=>0,6=0et

suppo(t,x,+) S [mq,My] V(t,x) € [0,t%] x Q.
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L’équation (69) étant linéaire, I’existence et 1’unicité de la solution résultent
du lemme 3 montré ci-dessous. En ce qui concerne les équations non linéaires (70) et
(71), on examine d’abord les équations linéarisées et puis on cherche un point fixe d’un
opérateur défini par la solution de ces équations.

On considere deux fonctions données T et G et le systeme des équations

(30) ap+V-(pv) =0,
(81) Om+V-(mv) = —Hg(m,G),
(82) UG +V - (0W) + d(mhy (T)G) + So(T,5)6 = 81 (R, 5),

qui est le systeme linéarisé de (69)—(71).

LEMME 3. SiTe L*(0,/;WL(Q)) et G e L*(0,5; WL (QY)), alors il existe une
solution (p,m,G) et une seule du systeme (80)—(82) avec les conditions initiales (72)—
(74) et les conditions d’entrée (75)—(77), solution dans la classe

p.meL”(0,;: W, (Q) N W, (0,1 L7 (Q)),

G e L™ (0,5 W, (Q1)) nW, (0,;:L7(QY));

de plus, si T et G sont non négatives, alors p, T et G sont aussi non négatives. En outre,
il existe une constante C > 0 indépendante de v, w telle que les inégalités suivantes
soient vérifiées

(83) IPllx 07w (o)) < max (Ap, sup essBy(s)),
' 0<s<T
(84) Il (07w (@)) < max (Ax, sup essBx(s)),
. 0<s<t
(85) HGHL%(OJ;W‘;(QﬁL)) < max (A(y7 sup essBG(s)),
) 0<s<r
ou

=1
Ap=e " (12 hka 0522 ) 1 ¥1oa oz, ) IPollwy. (-

Y il §
By(s) _ T (||DvHLq(sJ;Lw(Q))+HV-vHLq(s,7;W»}, (Q))) Ipi(s)l,, )y
L@y

7 (1o v )
An:et 1P¥Iza 072 (@) HIV Vg 0wl ()))

CT6] 100 1 7! g=1 _ -
xe (0"’WT<(Q+))[H’TOHW;(Q)+C? 1 H“vs\|Lq(o,i;wJL(Q))HGHL%(OJ;W}L(Q+))]7

et o
Ba(s) = (P10 ae @) HIV Vg gzt o) FCE9 N st ot
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_ q=1 _
X [Hnl(s)”W}L @® (s +CE =) sl pagezws @) 1912 s 7wl @4 )]s

_gq—1 _
Ao—e 7 (||DW\\L4(0,7;L‘XA(Q+))+||V'W”Lq(o.f;wolo(n+))+C||”VS||L4(0,;;WJ£ (g))) %

al

e T o Pz oant @) ooy o) +C(07T

Lo zwh @)t

T e 0w (@)) IO L2 07w @) (1 + 6] 0 2w, (1)) ]
et _
Bc(s) _ e(tfs) q (“lequ(:,7;L13(9+))+||V-W’HLq(SJ;W»}: (Q+))+CH7["YHL(/(S,Y;W?13 (Q))) x

1 €9 (1710 s o0y +10lm ), o) Lio1(s)lyy oo )+
o

_ q=1 _ _ _
+C(((F—s) 7 ITus a5 7wt @) + E= )T o0 szt @)+

(T =)0 e (s 7w, (0+9)) (L + [0l o (s 2wt @+9)))]-

De plus, si on a
suppo(t,x,-) € [my,M,] pourtout(z,x) € [0,7] x Q

alors
suppo(t,x,-) € [my,M,] pourtout(z,x) € [0,7] x Q.

Démonstration. On considere 1’équation (69) avec la condition initiale (72) et la con-
dition d’entrée (75); afin d’appliquer le théoréme 1 on prend

u=p, up=pPo, u=0pPi, f:07 g:()a

d’apres I'inégalité (19) on obtient I’inégalité (83).
On considere maintenant I’équation (70) avec la condition initiale (73) et la
condition d’entrée (76); pour appliquer le théoreme 1 on prend

u=Tm, Uuyp="Ty, Ul =",

. fs<m>o<m>dm, =T Fff's<m>c<m>dm.
0 0

En vertu des conditions posées sur T, et s(m), on voit qu’il existe une constante posi-
tive ¢y telle que

lglwy (@) < cllolyy @+
et
£ lws @) < etlTslwe @) 18lw @+)-

En utilisant I’inégalité de Holder, on a, pour 0 < s <7,

o et _ _
(=s) 7 lIglaiszw @)) S CE=)Ol 0 (7wt @+))
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et

_ g=1 _ 9=l _
E=5) T | lasiw @) SCE=9) T [Tosl agszwt @) 1O e (s 7wt (@4 )

avec une constante C. Donc, d’apres 1’inégalité (19), on obtient (84).

On considere maintenant I’équation (71) avec la condition initiale (74) et la
condition d’entrée (77) et on prend

U=0, Uy=0p, U =01, V=w, V,=nmnmhy(T),

8= —So(ﬁ76), f = Sl(ﬁ,é).

En vertu des conditions posées sur T, s(m), o, g1, B, ﬁ, on constate qu’il existe une
constante positive c; telle que

lelwy @+) < c2(I®lwy @) + [Toslwy @) + 181wy @+)):

11wy @+) < e2(®lwy, @) + 1Tsslwy, @) + 101wy @+)) (1 + [l o+))-

En utilisant I’'inégalité de Holder, on obtient
et _ _ _
E—5) 718l asrwl @+ < C((r =) (1Tl L0 (s 2w @) F 1O (s 7wt (24 )) +

_ g=1
+(E—s) 7 ”nw”m(sj;w.}(ﬂ)))

et
_ =1 _ =1 _ _
(t—s) 7 ”f”Lq(sj;wJL(Qﬂ)<C((t—s) T s Lo s zwd @)y + E= )T oo (s zwt (@)

(T =98] 10 (s 7w @+)) (1 + [l (s zw @+ )))
avec une constante C. D’apres le corollaire 2, on en déduit (85).

Pour la derniere assertion du lemme, on remarque que, si supp G(¢,x,:) C
[ma,M,] pour tout (z,x) € [0,7] x Q, alors supp f(z,x,-) S [ma,M,] pour tout (z,x) €
[0,7] x Q, donc le résultat découle immédiatement en appliquant le corollaire 2. O

Pour utiliser le lemme 3 pour la démonstration du théoréme 2, nous introduisons

86 Agg (1) =2 ; 1,
(86) (1) max(HTEOHWJﬁ(g)7022655\\751HW;_(FQ(S)))+

(87) Ao (1) = zmaX(|‘00‘|W£(Q+)70222655"61”W;* (f"(,w)(t))) +1.

Alors on a le lemme suivant.
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LEMME 4. Il existe un t1 €]0,7] tel que, si T et G appartiennent Q
L7 (0,t1; WL (Q)) et L*(0,11; WL (QF)) respectivement, sont non-négatives et vérifient
les inégalités

(8%) 17l e 0.wd @)y S AR 10112 00w (@4 )) < Aol (1),

alors la solution (p,®,0) du systeme (80)—(82) avec les conditions initiales (72)—(74)
et les conditions d’entrée (75)—(77) vérifie les inégalités

(89) Il 0. w2 @) S Am ) 1012 00wk (@4 )) < Aoy (1)
etona
(90) suppo(t,x,-) € [mqg,M,] V(t,x) € [0,11] x Q.

Démonstration. On voit que, si on choisit 7 suffisamment petit, dans (84) et (85) le
deuxiéme membre peut étre inférieur a Ay () et & Aq)(f) respectivement, ce qui nous
permet de déduire (89) sous la condition (88). La relation (90) découle immédiatement
du lemme 3. O

Démonstration du théoréme 2. Soit t €]0,¢], ol #; est donné dans le lemme 4. Nous
définissons le sous-ensemble F; de L*(]0,¢] x Q) x L*(]0,7] x Q%) par la relation :
(m,0) € F; si et seulement si (7, 6) vérifie les conditions

ne L”(0,W)(Q)), oeLl”(0,;WL(Q+)),
n,6 =0,
suppo(1',x,-) € [ma, M] V(t',x) € [0,1] x Q,
17l Loz 0w @)) < An](f)v

(0](t)-

ol 0w (@+)) S
On considere, pour tout ¢ €]0,# ], Popérateur G; : F; — L*(]0,7] x Q) x L*(]0,7] x
Q") tel que G;(T,G) = (T,0), ol (T,0) est la solution du systeme (81)—(82) avec les
conditions initiales (73)—(74) et les conditions d’entrée (76)—(77).
En vertu du lemme 4 on a

G/(F)cF Vte]0,].

Donc, pour démontrer le théoreme 2, il suffit de démontrer qu’il existe un t*, 0 < ¢* <
11, tel que I’opérateur G, restreint a F;+ soit une contraction.

Pour i € {1,2} on considere (7, 61) e F; et (1),60) = G,;(7),5?). Nous
posons
N=7?%_-z0, T=6®_50,
H:n(z)_n(l)7 Z:G(z)_c(])
Comme () =1ty = 71® sur U [{r} x r ()], en appliquant I'inégalité (58) a

0<t<n

u=n®, W =n v=V wy=uh=my, w =u)=m,
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&= —Js(m)ﬁ(z) (m)dm, g = _j s(m)a™) (m)dm,
0 0
7= [sme® mydm, 5=, [ st Vam,
0 0

on obtient, en vertu du lemme 4 et de la définition de F;,

oD ITT]| o0 o[ x ) < Am,
ou
o1
92) A = Cé' T 1Vl (@) +CAQ) (1) o

- =1
X|Z[ e qospxat) (A (1) + 17 [Tus| a0 w1 () ]-

D’autre part, pour estimer X, utilisons les notations

Cp= sup (m+m')B(m,m’), Cs= HSHW;C(RJr)v

m,m’ >0

Cq1 =supgi(m),  Ceo = sup go(m).
m>0 m>0
Alors, comme 61 = 61 = 6? sur U [{r} x e (t)]. en appliquant I’inégalité (68)
0o<r<ty

N

a
u=0?, =0, ug = uy = Gp, U =u} =0,

8= S()(ﬁ(2)’6(2))7 ¢ = So(ﬁ(l)76(l))7 f= Sl(ﬁ(Z),E(z)), £ = Sl(ﬁ(l),ﬁ(l))7
V= (wmhg (R2)), ¥ = (w,mhy (1)),
on obtient
©3) IZl 2 qosxa+) <Az,

ol
%94)

q—1 _ q=1 _ _
A):=€t 4 "V'W”Lq(o‘,;yx‘(gﬁ-))‘k((2+Ma)cx+cgl)[IA[ﬂ:](t)‘H g H"EmHLq(OJ;WﬁIL(Q))]+C[3tA[cs](t)X

S i . L—[ _
x{Ceo[Cp[Z]1» q0arxt) EA@m () + 17 [Tos a0 1wl (@))) T
+1Cp(A[o1(2) + DT o qo,srx ]+
+[(2(1+Ma)Cs + Cot) [T|| = 0.1 x @) +2MaCp|E] 0 g0 x0+ ) A (1) }

Cp étant une constante due 2 I’opérateur lipschitzien P(-).
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L’estimation de IT et celle de ¥ étant établies, on va raisonner séparément pour
lecasg > letlecasg=1.

Dans le cas g > 1, des relations (91)—(94) on déduit qu’il existe une constante
C; telle que

T2 qo.sx) + IE] qosrx+) <

g1 g—1 _ _
<G (i +t)(t q +t)(HHHL”ﬁ(]O,t[><Q) + ]

L7 (04[x0+)) vt e [0,n].

Donc, si on choisit * €]0,#,] de telle sorte que

g—1

q=1
0 < Crefr ) T+ ()T 4% <1

alors G, sera une contraction.

D’autre part, si ¢ = 1, on remarque que, quel que soit € > 0, il existe un #* > 0
tel que

Vvl ogrn @) <& ITsl 1 0. wL (0)) S & IV-wlpi o0 @ty <&

Cela étant, si on examine les expressions (92) et (94) de Ay et de Ay, on constate qu’on
peut choisir un r* > 0 suffisamment petit de telle sorte que I’inégalité

1Tz qoarxe) + 1El qosx+) < KM= qogxe) + IZ1e qosxa+))

soit vérifiée avec un k < 1. Donc G, sera une contraction.

Ainsi on a montré que dans tous les deux cas ¢ > 1 et ¢ = 1 il existe un t* > 0
tel que G,= soit une contraction. Donc il existe le point fixe (%, 6) € Fj» (unique dans
F;+) pour I’opérateur G, . En rappelant que la solution p de 1’équation (80) est donnée
dans le lemme 3, on constate que (p,T,G) ainsi obtenu est une solution du systéme
(69)—(71) avec les conditions mentionnées en haut.

La non-négativité de p, de T et de G résulte des conditions s > 0, gg > 0, P(G)
0 pour tout 6 > 0, comme dans le théoréeme 1 et le corollaire 2.

oW
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