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'SURFACES MINIMALES REGLEES
DANS L’ESPACE DE HEISENBERG H,

. Résumé. On donne la description de toutes les surfaces minilﬁalés réglées
par des droites de l'espace de Helsenberg H3. On en déduit que les plans, les
hélicoides et le paraboloide hyperbollque sont, 3 isométrie preé de H3, les seules

surfaces minimales réglées par des droites qui sont des geodemques de Hs.

Abstract. We givea descritpion of ruled minimal surfaces by straight lines of
the Heisenberg space Hz. We deduce that planes, helicoids and-the hyperbolic
paraboloid are, up to isometry of Hg, the only minimal surfaces of Hy which

are ruled by straight lines which are geodesics of Hy.

1. Introduct ion |

1.1, I espa,ce de Helsenberg His est lespace numérique IR3 muni de la.
metrlque rlema.nmenne '

ds? = dz® +dy* + &%, ot w = dz + gd_w-'— g—dy

Son groupe d’isométries est de dimension guatre. La composante cOnnexe
~de Videntité est le groupe qu ‘on notcra. G des transformations affines de IR3

suivantes: _
z cos# —sinf 0 T a
y v | sinf cosé 0 y{+1b
z; A B 1 z] - \e¢

T T Sfir it
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61‘_1..9',' a,b,c sblit des r'éels et |
= '—(asmﬂ bcos 9) , B= —.(aeosf) +bsind) .

Da.ns la suite les elements cle G seront notés par (8;a,b c) Le groupe G
contient les rotations (6;0,0,0) de R autour de I’axe (O ); il contient aussi

_ les {ranslations & gauche (0;a,b c) de I'espace de Helsenberg Hg consulere

comme groupe de Lie. m]potent pour lequel la metnque ds? est invariante 3

-gauche Plus premsemment le groupe G est un produit semi- direct 50(2)oMHs.

1.2. Nous a,llons déterminer les surfaces mlmma.les de Hlz qui sont reglees

-_.pa,r des droites qm sont des geodeeuques de Hs.

Rappelons (voir [H]) que la géodésique T(t) issue du point m =

(:L'(O),y(O) 2(0)) de Haz et tangente au vecteur v = (&(0), y(O),A(O))

a.ppartenant a TyyH3 est une droite dans les deux cas suivants:

o Lorsque v est vertlcal_ c’est a dire quand #(0) = §(0) = 0. Dans ce
cas la géodésique I'(¢) est la droite verticale d’équations:

a(t) = 2(0), (1) = 9(0), 2(2) = #(0) + (0):t

e Lorsque v est dans le noy::m dela forme de Pfaff w, c’est a dire lorsque

5+ J0)#0) - Ja(0)i(0) = 0

Dans ce cas la geodeSIque I'(t) est la droite d’équations:

2(t) = 2(0) + #(0)4
v(t) = 90) + §(0)¢ e
(1) = #(0) + 3(2(0)4(0) - ¥(0)-5(0)):

‘La forme _'de Pfaff w est une forme de contact de R3. Elle définit par.
ses Noyaux une distribution non intégrable F' de R3 appelée distribution de
contact. La géodésique T'(t) est une courbe intégrale de la distribution F'; on
Pappelle alors une drojte géodésique de contact.

Remarquons que le feuilletage de Hs par les droites verticales est
totalement géodésique, il est invariant par le groupe G. De méme la
distribution F' est totalement géodésique et invariante par G.

1.3. Nous obtenons dans cette note les deux résultats suivants:
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~ Les seules surfaces minimales de Hj réglées par des droites geodes:ques
verticales sont des morceaux de plans verticaux.

— Les seules surfa,ces minimales de Hi reglees par des droites geodesxques-
“de contact sont, & isométries prés de Hi, des morceaux de pla,ns des morceaux

d’helicoides z = Y arctg(z/y) avec v réel, on des morceaux du paraboloide

hyperbolxque z = zy/2. Ce résultat a été annoncé dans la note [B] dans
laquelle est etabhe I’équation des surfaces minimales de Hj qui sont des

~ graphes de fonctlons z = f(a:,y) Certainés solutions partlcullueres de cette
équation sont données da,ns [B], en pa,rtlcuher on y montre que la surfa,ce

z=a(z)— :1:_23; avec

| a,(a;) = %(m\/ 1 -|— :e2 + Log(z .-|-.\/,1 + :1:2))

~ est minimale dans Hs; cette surfaces admet comme paramétrisation:

z(t,s) =t
y(t,s) = s
| =t s) = aty - =2

Elle est donc réglée par la droite L; de vecteur directeur (0,1,—1t) passant par
le point (¢,0,a(t)). La droite Ly n’est pas une géodésique de Ha. Dans la note
[B] on trouve aussi d’autres exemples de surfaces minimales de Hj réglées par
des droites qui ne sont pas géodésiques. -

Dans cet article on propose alors une description de toutes les surfaces
minimales de H3 réglées pas des droites qui ne sont pas nécessairement des

géodésiques de H3. Cependant, dans ce dernier cas la descrlptzon proposée

n’est pas compléte dans le sens que les surfaces obtenue dependent de fonctions
arbitraires qui sont solutions d’équations différentielles qui ne sont pas resolues
- e\cphmtement (voir Théoréme 4.) |

2. Surfaces minimales réglées par des droites géodésiques.

2.1. Considérons la surface £ de Hs définie par ’application

(1,8) — m(t,8) = U(t) + s V(1) mg U(t) € B3 et V(1) € B3\ {0}.
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Cette surface. 2 est reglee par la. drcnte Ly, passa.nt pa.r le point U(t) et '
de vecteur directeur V(t) -
' La courbe t — U (t) est a.ppelee la directrice de 3.

Moyenna.nt une 1sometne de H; et un: choix approprié de la directrice
(t) on peut se ramener localement & 1’un des deux cas suivants:

U(t)-—(th(t)) et V(t)—('u,(t)lv(t))

UM = (a(1),0) et V(D) '=f(o;o,1) -_

‘En effet le premier cas correspond & une surface T dont la trace sur au
moins un plan vertical est le graphe d’une fonction. On choisit cette courbe -
comme directrice de & et il suffit de la ramener sur le plan y = 0, par une

isométrie de H3, pour obtemr la para.metrlsa.tlon considérée. Sont exclues

alors les surfaces ¥ qui rencontrent tous les plans verticaux le long de droites
verticales et qui correspondent au deuxiéme cas considéré. Dans la. deuxiéme
paramétrisation la directrice de I est sa trace sur le plan z = 0; une rotation

- autour de (0z) permet de se ramener au cas ou cette directrice est définie

loca.lement comme le graphe d'une fonction y = a(a:) Nous COMMENgoNs par
l’etude de ce del_‘LMeme cas.

2.2, La surface '2 est p'a,ra.métrisée locaiement par

m(t,&) =1 )
{t8) > q ¥t 8) = a(t)
| z(t,8) = 3.

 La premiére et la deuxieme forme fondamentale de cette surface sont

1= Edt* + 2Fdtds + Gds*
I = Ldt* + 2Mdtds + Nds®

oil les coeflicients E, F G, L, M, N sont respectivement
. 2, 1 y 2 1 '
E=1+a -|—-4-(a—t-.a_),F:E(a—t.a),Gzl

L=d - %(a _ta)(1+a?), M = -%(1 +a?), N =0
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ou les primes deSJgnent la derlva,tlon par rapport a &
La condition de mlmma,hte EN +GL - 2FM = 0 conduit & l’equ&t.lon

= 0, c’est & dire a(t) = At + p, A, b réels. Autrement dit la surface % est_

un plan vertlca,l Ainsi nous avons demontre le

THE}ORE}ME 1. Le seules surfaces minimales de Hs reglees par des
droites verticales sont des morceux de plans verticaux.

_ 2.3. Revenons au premler_ cas. Supposons que les droites L; sont des .
droites géodésiques de contact. On a alors v{t) = t/2 et la-surface ¥ est

paraméirisée localement par
| 2(t,8) = t + s.u(t)
PV I
A(1,9) = a(t) + %s

L’équation z(, s) = t+yu(t) définit implicitement ¢ = #(z,y) en fonct'ion.

| ‘de z et y. Par conséquent la surface ¥ est localement le gra.phe d une fonction
z= f(x,y) avec |

f(z,y) = a(t(z,y)) + yt(z,9)/2.

On sait (voir [B]) que cette surface est minimale si la fonction f vérifie

I’équation | - |
oo [1 +(5-3) ] ~2ey (fy - ‘) (fe+5)+

(1) +fw [l+(fm _)2]..—-_0,

Partant des définitions des fouctions t(z,y) et f(z,y) oirl_ obtient

1 —U

: ly = — -"———.t.
Tyye * YT Tqgd - F

(@ e (D]

ol Pindice désigne la dérivation par rapport 3 la variable en indice et les
primes la dérivation par rapport a la variable ¢.

tg;:
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. En 'défiva.nt. de _ﬁouveau par rapport & z et y on obtient
C (fee=d"B (@ 4 Y/t |
@ f= ettty (@ y/Diay
| Foy =ty + a5+ (a + 9/2)tyy
avec -

w _
. yu o . | _
En tenant compte de la relation fy — -g- = - ( fx ) 'équation (1)

des surfaces minimales devient
fm+fyy + f5b"+"" [“ f.'-'::l: +_2ufw_y+fyy]"0-

Un calcul snnple montre que l’expressmn 2 foz + 2u fry -I— fyy est
identiquement nulle de sorte que I’ equatlon des surfaces minimales z = f(z,¥y)

- de ]I-]Ia s’écrit

(3) . R fz::.'; + fyy =0.
" Par cdnséquélit nous avons établi le .

'THEOREME 2. Les surfaces mmlmales de Hj . réglées par des droites

o geodes:ques de contact sont Iocalemcnt des graphes de fonctions harmoniques

( sauf au Vmsmage des pomts ol elles con tiennent une droite verticale).

2 4. Determmons mamtenant les fonctlons u et a pour que lequa.tlon
(3) scut sa,tlsfaate Les expressmns (2) portées dans cette équation con_dulsel_lt

a

—.—yz[u"(l + u?)] + ylu'(a" (1 + uz) + 2uu'a’ — u) — 4" (1 + u®)d']
+[a"(1+u)+2uua—u]-0 |

- Ce polyndme du second degré en y s’annule lorsque ses coefficients
s’annulent identiquement ce qui équivaut au systéme de deux équations

. =0
) {a"'(1+u2)+2uu'a'-u=0.
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La premiére équation donne u(t) = at + A avec a, B réels.

La deuxidme équation s’écrit (a'(1 + u2)) = u, soit donc:
-1 _ . |
a(1+4?) = iatz +Bt+v avecv €R.
Tinalement on obtient les solutions suivantes |

a(t) = —t—'-}#q’Arctg(at-l-ﬂ)'-l-ﬁ sia#0

2e
a(t) = —2(1+32)t +yt+4 si o= 0
d ol les fonctions f corresponda,ntes _
ﬂ az + 8 -
Sie,y) = +1+5 sia#0
_ ( - ﬁy)(y + ﬁ )

+y(z—By)+6 sia=0.

Considérons Pisométrie (0;8/a,1/a,—8), elle transforme la surface R
= fi(z,y) en la surface z = 7y Arctg (z/y) qui est un plan si vy = 0et . .
un hellcmde si v # 0. Cet hélicoide peut étre globalement paramétrisé par i

{ z(t,8) = ssint

y(t,3) = scost
2(t,8) = 7t
Cette paramétrisation. i'eprésente une droite horizontale L; de vecteur
~ directeur (sint,cost,0) et passant par le point (0,0,7t) de I'axe (0z). Par

conséquent les surfaces minimales. representees localement par z = fi(z,y)
sont & isométrie prés de Hz des morceaux de plans ou des morceux d’hélicoides.

En ce qui concerne les surfaces minimales représentées loca,lement par
Péquation z = fo(z,¥), l’1sometr1e (Arctg 3;0,7v/14 3%, ~6) permet de les
transformer en un morceau du paraboloide hyperbolique 2z = zy/2. Par
conséquent nous avons démontré le

TrEOREME 3.  Les seules surfaces minimales de ‘Hj réglées par
des droites géodésiques de contact sont, i isométrie prés de Hs, des
morceaux de plans, des morceaux d’hélicoides ol des morceuax du paraboloide
hyperbolique. | | |
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3. Surfaces minimales réglées par des droites.

3.1. Le cas des surfaces. reg]ees par des droites quelconques est plus
délicat car il y a trois fonctions inconnues a(t), u(t) et v(t) 3 déterminer pour
que la surfa,ce ¥ paramétrisée loca.lement par :

z(t, 3) =1+ siz(t)
(ts) P { Wty 8) = s
| 2(t,8) = a(t) + s v(t)
' soit minimale.

| Comme dans le para,graphe precedent on vont que la smface Py est
localement le _gra.phe d’une fonction z = f(z,y) avec

f(2,9) = a(t(z,y)) + y v(H(z, 7)) -
En dérivant par rapport aux variables x et y on obtient
fo= (0 4y )ta, fy = (0" +yV )y o
Jez = (ﬂ'" + '.U'U”)ti- + (G' + y"-’f.)txa:
fwy = 'U,tx + (an + y””)tmty -+ ('a" + y”’)_tacy
: fyy = 20"ty + (a"'+ yv"')t2 +(a' + yv')t.yy :
Ces expressions portees dans 1’équation (1) condulsent aun trmome du

second degré en y dcmt l’a,nnula.tlon des. coefﬁ(:lents conduit au systeme de’
trois- equa,tlons ' '

o P(U’ " u"v’) QRu -0 o
(5) 4 (Pd" - 2Rupw’ + P(v" —ud') - QR(20' +1) = 0
Pa" —2R(u+ Qd'y=0

o P=1+u2+Q%Q=v~t/2et R=4v —a'v. _
" Multiplions la premiére équation par 2" — w'd! | la deuxiéme équation
par v u' —u'v" et la troisiéme équation par u (u’v" 'v' u" ) et faisons la somme.

Nous obtenons alors I’équation -

(6) . QRZ[uH 2('0‘.’ "o ! H)] =0.
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Trois cas sont & considérer: @ = 0, R = 0, ou v = 2(1:."0" ')

3.2, SuijOSOns que @ = 0, c’est 3 dire v = 1‘/2 Clest le cas des surfaces

réglées par les droites geodeSJques de.contact qui a ete étudié aux para,gra,phes

2.3. et 2.4. (voir Théoreme 3).

3.3. Supposons que R = 0, le Sj%stéme (5) s’écrit
: ' o'y

_ . u'v” =0
(7) . a"u'-i—v -u'd =0
‘  ld"=0 .
Sachant que v' = a'v' le systéme (7) équivaut alors & @” = 0 clest &

dire a(t) = M + p et v(t) = Au(t) + ¢ avec A, u,& des réels et u une fonction |

quelconque. La solution correspondante s "derit
2(t,8) = t+ su(t)
y(t,8)=s _
2(1,8) = At + p 4 Asult) + £s
c'est & dire z = Az + é'y + p qui repréSente un plan. |

3.4, Supposons que u' = 2(«u'v" v’u").. Cette équation équivaut i
20’y = o (2v' + 1) dont les solutions sont |
(8) : w =0 ‘et v quelconque
ou bien _ -
(9) u quelconque et v(t) = Au(t) + p — -;- avec A, réels .
| Le systéme (5) s'éerit maﬁnt_éha’.nt
| | '~ 2QRY =0
@10 (P -QR(2Y+1)=0

Pd’ - QR(tc' +Qd)=0

Dans le premier cas ol % est constant, une rotation autour de 1’axe (0z)
permet de se resteindre au cas u = 0. Le systéme (10) devient

(11.2) P - QY (2 +1)=0

(11.b) | pd"-20dY =0
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(1 . Pvf-f—‘@«&»m
'. (11b) | N 2Qav =

| L equatlon (11.a) admet la solution partlcuhere o = -1 /2 Cest & dire
v = —t/2 4+ £ ot k € R, pour laquelle I’équation (11.b) devient

(12) (4R =m0
dont les solutlons sont

- a(t)——['r\/l-l-—'r?+Log(‘r+ \/1+1'2]+p |

avec T =t — K, -A et u des réels. _
La surface minimale correspondante admet comme paramétrisation

-{B(t,.s) =1
y(t,s)_;—__.g
z(t,8) = a(t) -1'--3(._3/2 + K)

Cette surface est le .gra‘phe' de la fonction z = a(z) + (x — 2)y/2.
L’isométrie (0; —«,0,—u) permet de ramener cette surface au graphe de la

z= g:[a:\'/l + 2% +Log (z+ V1 +22)] - %2

“On retrouve donc les surfaces annoncées dans [B].
| Considérons maintenant la solution générale v de ’équation (11.a), avec
o' # —1/2. On vérifie facilement que a(t) = A(v(t) + t/2) + 1 avec A, p réels
est la solutions générale de ’équation (11.b) car cette équationest linéaire en
a et la solution proposée dépend de deux constantes arbitraires. La surface
minimale c_orres_pbnda.nte admet comme paramétrisation

:z:(t s)=1t
y(t,8) = s
z(t,8) = A(v(2) + 1/2) + p + sv(t).
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Cette surface est le graphe de la fonction z = (A + y)v(:c) + /\ -+ pi.

L 1sometne (0; 0 Ay —p1) permet de ra.mener cette surface a,u gra.phe de
la fonction z = = yv(e), ol la fonction v est une solution de l’equa,tlon (11.a),
c’est 3 dire verlﬁe ' :

(4o o2 — (o 2/2)(2 + 1)/ = 0.

Le changement de variable v(xz) = (r(x)+2)/2 transforme cette équation

en | .
A+ -2 + 1) £2) = 0.
On retrouve donc les surfaces minimales dans [B].

3.5. Il reste & considérer ma,lntenant le cas donne par la relation (9).
Le systéme (10) s’écrit

(14) Pu' + (1+20/(a — \)Qu' =0
| Pa" + (1+24(d - N))(Qd' +u) =0

avec P=1+92+(Mu+p—t)etQ=A+p—t.
- La surface minimale corresponda,nte admet comme para.metnsa,tlon
a(t,8) = ¢ + su(?)
y(t,s) =3
| z_(t, $) = a(t) + s()m(t) + - 1/2) A, p réels.

L’isométrie (0;2A, —2u,0) permet de se ramener au cas ,\ u = 0. En
regroupant les resulta.t precedents on énonce le

THEOREME 4 Les surfaces m:mmales de I[-]I3 reglees par les dro:tes" '

~sont & isométrie prés de Hj:

I. Les morceaux de plans :

II. Les morceaux du paraboloide hyperbolique d’équation 3 =zy/2
III Les morceaux d’hélicoides paramétrés par

z(t,8) = ssint,y(t,s) = scost, z(1,s) = vt;y réel non nul

IV. Les morceaux de surfaces d’équation

i
3
i
§

i
]
1
ot
| E
F
1
- H
i
i
oy

i o s T
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z= —-[*cx/l F2t 4 Log (= + \/1 +a:2)] —'—— A réel non nul

V. Les morceaux de surfa,ces qui sont Iocalement des graphes de fonction

1
z= —y(r(:c) + m) oil r est une solutron de quuatlon

r"(4 +7%) - 27‘(1 + 1)(r + 2)

VI Les morceaus de surfaces qui sont parametrjsees Iocalement par

z(t, s) =t 4 su(t), y(t, s) =5, 2 (t,S) = a(t) ~ st/2
avec u et @ solutions. du systeme |
@+ u e — (1+ 2 ) =0
{(1 +ul 4+t — (1424 d)(td —w) =0

. 8.8. Remarquons que les morceaux d’hélicoides ne sont réglés que par
des droites géodésiques, tandis que les morceaux de plans et les morceaux du
paraboloide hyperbolique peuvent étre réglés par des droites géodésiques et
par des droites qui ne sont pas des géodésiques. -
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